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在 数学 上 ， 当 人 们 在 若干 个 条 件 下 证 明了 某 一 结论 时 ， 常 
希望 知道 ， 所 证 明 的 结论 对 所 设 条 件 依 赖 到 何 种 程度 。 具 体 地 
说 ， 设 A 是 条 件 之 一 ， 当 免除 条 件 A 时 ， 定 理 的 结论 是 否 仍 成 
立 。 或 者 ， 人 们 和 希望 知道 ， 由 某 些 特定 的 条 件 出 发 能 否 证 明 某 
项 结论 。 考 察 这 个 问题 的 一 个 方法 是 设法 构造 反例 。 常 见 的 反 
例 有 两 种 ， 其 一 是 当 从 一 组 条 件 中 免除 条 件 A 时 ， 定 理 的 结论 
不 再 成 立 。 另 一 种 是 令 某 些 条 件 满 足 ， 但 某 项 特定 的 断言 仍 不 
真 。 构 造反 例 不 仅 是 使 理论 变 得 更 加 完整 ， 成 为 不 可 饼 少 的 一 
环 ， 而 且 对 于 深入 理解 正面 命题 的 内 容 、 证 明 的 思想 和 技巧 以 
及 定理 条 件 在 证 明 中 的 作用 都 有 着 极其 重要 的 意义 。 

概率 论 与 数理 统计 是 研究 大 量 随机 现象 规律 性 的 学 科 。 现 
在 高 等 院 校 理 、 工 、 医 、 农 、 财 经 的 许多 专业 都 设置 了 概率 论 
与 数理 统计 课程 ,有 的 学 校 还 设立 了 数理 统计 系 或 统计 运筹 系 ， 
概率 论 与 数理 统计 的 理论 和 方法 已 广泛 地 应 用 于 工业 、 农 业 、 
国防 和 科学 技术 中 ， 成 为 数学 中 活跃 的 分 支 之 一 。 

近年 来 ， 国 内 已 出 版 了 许多 内 容 深 浅 不 一 、 风 格 不 同 的 概 
素 统 计 教 材 和 参考 书 ， 但 是 在 国内 外 出 版 的 许多 概率 统计 教 本 
或 专著 中 ， 还 没 见 到 一 本 较为 全 面 、 系 统 地 论述 概率 统计 中 反 
例 的 著作 。 本 书 的 写作 是 希望 能 多 少 弥补 这 个 缺陷 ， 

本 书 针对 概率 论 与 数理 统计 的 基本 概念 和 正面 命题 ， 较 为 
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LEA., ЖӘНЕ Б ЭРЕН. 2 ВИЖ p|— 8 = + 
七 条 ， 内 容 涉及 概率 空间 、 随 机 变量 、 分 布 函数 、 独 立 性 CS 
HE) 、 数 字 特 征 、 母 函数 、 特 征 函 数 〈 含 无 穷 可 分 分 布 ) i 
限 理论 、 宛 全 统计 量 与 充分 统计 量 、 参 数 点 估计 、 假 设 检验 、 
线性 模型 、 抽 样 理论 等 。 每 一 条 反例 ， 大 致 由 四 个 部 分 的 内 容 
AR: (1) 需要 用 到 的 有 关 定 义 和 定 理 ，(2) 正面 命题 ，(3) 
引用 或 构造 反例 并 给 予 证 明 〈 太 复杂 的 只 提供 文献 ) ,这 部 分 是 
重点 ; (4) 进一步 的 讨论 〈 介 绍 文献 和 专著 中 更 深入 的 结果 ). 
对 于 内 容 比 较 深 入 的 反例 ， 我 们 在 该 例 前 面 标 有 (*)》 号 ， 而 且 
对 阅读 这 祥 的 反例 所 需 用 到 的 知识 ， 我 们 均 不 作 详细 介绍 ， 央 
此 希望 还 不 具备 这 方面 知识 的 读者 ， 初 次 阅读 时 可 以 略 去 ， 待 
”必要 时 再 参考 所 列 文献 或 专著 补 看 ， 

本 书 概 率 论 部 分 我 们 用 5，1，&…… 或 E1，Es,，…，EE, 等 笑 
表示 随机 变量 ， 而 在 数理 统计 部 分 ， 我 们 则 用 和 X，Y，Z，…… 
或 人 1!，XX,，…，X, 玫 示 随 机 变量 。 每 个 反例 前 面 的 数字 ， 如 6 
一 13， 圾 示 第 六 章 的 第 13 个 反例 ， 余 类 推 。 另 外 定理 、 定 义 ， 
例子 、 注 记 的 编号 都 按 各 个 反例 单独 进行 。 

我 们 期 望 本 书 对 于 具有 一 般 概率 统计 知识 的 读者 的 进一步 
提高 能 有 所 神 益 。 | | 

A-B Ep h, РЗК ХЕЕЕ ЕНЕ | 
的 热情 鼓励 和 指导 。 初 稿 完成 后 ， 又 承 他 和 安徽 大 学 的 陈 桂 景 
同志 仔细 审阅 并 提出 许多 宝贵 意见 ， 作 者 谨 向 他 们 表示 庄 心 的 
感谢 . 

限于 作者 的 水 平 ， 书 中 存在 的 问题 肯定 不 少 ， 作 者 晴 切 地 
种 请 专 家 和 读者 提出 宝贵 的 批评 意见 ， 
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第 一 章 与 关机 计件、 概率 空间 、 古 典 概 型 有 关 的 反例 (1 》 


1—1 基本 事件 但 不 是 事件 的 例子 … | “С 1) 
1—2 同一 TO 
1—3 РГЕ EER ARED AT C4) 
1—4 нж о аеннан нен 
өө (5) 
1—5 же 1 的 事件 并 非 是 必然 事件 的 例 于 өөө (6) 
*›1—6 ЖЖЕ 上 的 非 负 集 函数 4 具有 有 限 可 加 性 E 
续 性 但 不 具有 可 列 可 加 性 的 例子 … (6 ) 
1—7 ланцет нн SAIT өөө (11) 
1—8 非 十 典型 随机 试验 的 例子 … поне С 12) 
第 二 章 与 独立 性 、 条 件 概 率 有 关 的 反例 ………………( 14) 
2—1 两 事件 不 独立 的 例子 … ,ss си) 
2—2 ”两 事件 不 独立 ， 但 不 一 _ 定 互 厅 的 例子 өөө (16) 
2—3 事件 两 两 独立 ， 但 并 非 相互 独立 的 例子 ……( 17 ) 
2—4 P(ABC)=P(A)P(B)P(C), BA, B, C= 


事件 并 非 两 两 独立 的 例子 … псе С19 0) 


ига), PAID, Авс ажа 
的 例子 … үр а ооа ев (22) 


2—9 


Жашо RAI, 使 得 5, = ELE] SG 的 例子 


каткак ( 非 Bernoulli 概 型 ”的 例子 
(24) 


нні. 2,1 <оо, 但 成立 的 全 了 


(25) 


并 非 任何 一 个 靳 {5&,} 均 存在 一 个 满足 EB1E| < 
的 随机 变量 E 和 概率 空间 (0，F1，P) 中 


(28) 


ё етш, 1 Gn ЕСТ) 的 例子 | 
өө ..( 29) 


第 三 章 БИЛЕЙ, Hw ARA A i CSD. 
3 一 1 <(9) 是 定义 在 概率 空间 (0,7, P) 上 的 单 


(923—2 


值 实 函数 ， 但 它 不 是 (Q, F |, Р) 上 的 随 


机 变量 的 例子 … ИЛҮҮ ..( 31 ) 
аталтан 一 定 是 随机 变 
量 的 例子 … ss өөө ‘.( 32) 


maana, KERMANEN 


Ез жези 8, 9 是 某 个 连续 函 
数 ,7 = 9(&) 不 是 连续 型 随机 变量 的 例子 ……( 41) 
个 同 的 本 机 变量 (IJ Bt) Анан) 


жтиин Z ARABAD ESA 
= TETTE . өөө (44) 


DARRE AEE, 左 连续 且 
F(z,—co)=0, Е( — co o0,Yy)=0, F(+eo, 


(37) ` 


9—16 


3—17 


1923—18 
*›8—19 


“3 一 20 


过 际 分 布 是 正 态 分 布 ， 但 联合 分 布 不 是 多 元 


По Т 48) 
随机 变量 EE、 相互 独立 ， 而 且 同 分 布 ， 但 不 
一 定 有 ё = 1(8а,5) ЛАТА Ои! 53) 
š, ТУЛНА УВУ, 26=5- 1—6 
МО ЕВИ (94) 
<、1 服 从 正 态 分 布 ， 但 5、1 不 独立 ， 则 E+1 
不 一 定 服 从 正 态 分 布 的 例子 .………………………( 56) 
两 个 不 同 的 联合 分 布 и, Пн | 
同 的 边际 分 布 的 例子 … өө ..( 58 ) 
ЕА te I, 2,, 2,, 两 两 独立 ， ижин 
独立 的 例子 … se ..( 62 ) 
Е Жаа, {НЕЗ ЖИЛЕТ. (66) 


相 癌 的 随 负 向 量 构造 的 不 同 的 Borel 可 测 函 


， 数 (不 恒 等 于 常数 ) 六 的 全 


ИИИ вооон аа ..( 69 ) 

Хина (2,, ё, °° E) 和 1 = (т, 
0) 之 加 的 独立 性 推 不 出 5 的 分 量 E1， 

нй nR AAO E ул, … 1 ZERA 


立 性 的 例子 … se (72) 
ERIN IR, ERIN: ARI, memm 
п.) 不 独立 的 例子 … 4) 
非 独立 随机 变量 序列 的 例子， 76) 
分 布 函数 Fi 和 PF: 的 卷 积 绝对 连续 ,但 P; 和 F， 
Таз ЖЕН a... (77 у 


БИЛЛЕ Е, тА BUE A 242, MEE Т 


° 3 ө 


(3 一 21 


“3 一 22 


3 一 23 


”3 一 24 


已 经 存在 的 各 阶 矩 相等 ， 亦 不 能 推出 5 nB 
ЗЯ Ја (78) 


| тенти. m 而 E 并 非 服从 哥 西 分 布 


的 例子 … косово не о sss... „(К 79) 
< 与 1 -~ 有 相同 的 分 布 ， 而 上 并 非 服 从 BCc,a) 


分 布 的 例子 … ТТЛ ..( 81) 
5 与 1 独立 同 分 布 ,= ~ a, 0) = 


但 2,? 并 非 服 从 正 态 分 布 的 例子 


IOE 
EIRY, 分 别 服从 Ba ,B,) 及 B(C B) 
分 布 ， 又 51 一 了 (8B)， MA =, + hs, 但 只 
有 Q =Qi 或 4 =a。 的 例子 … (85 ) 


‹*›8-—25 Sp (m, = Её) WSPA, {m} 
仍 唯 一 азе ЕЖЕ ШАШЫН (К 85) 
第 四 章 与 数字 特征 有 关 的 反例 … пне 87) 
4—1 анале Охна 
存在 ) 的 例子 … ОНТ ..( 87) 
4—2 анаан, нул ` 
例子 … аө өөө ..( 89) 
一 3 任何 阶 抱 都 不 存在 的 随机 变量 的 合子. (92) 


随机 变量 & 的 一 阶 矩 存在 ， ин идиш 


阶 第 的 例子 … ТОНИ (95) 
ЕТ {Н Ет :>1 | 
上 时， EEr 不 存在 的 例子 … 96 ) 


4—6 


4—5 
4—1@ 
4—11 


4—12 
4—13 


4—14 


БЕЯ SRE 和 56,， 它 们 的 一 切 整 数 阶 矩 都 相 

E (Вр EE? = БЕК, k=1,2,3…)， 但 它们 的 

分 布 函 数 不 相 等 的 例子 … сө (97) 

ЛА ВЕ, 1 和 和 不 相关 ， 1 但 也 不 独立 的 例子 
Ө .. (101) 

相关 系数 б(ё&,,&,);>0, р(ё,,&»);>0, {Н p 

(61,63) О өзө .. (105) 

Ei PE MARA, [HECE eË) = ЕЁ, ЕЕ, 

Ф ТТ ...(106) 

Ši, 2. ŽA, HEG, +Ê PS EET + Её 的 例 

子 (CE k1) : ЕН .. (108). 


ЕГЕ(1|5) 19, 但 En 不 存在 ， 因而 En=E 


[E(n16)] 不 成 立 的 例子 … (109) 
中 位 数 不 唯 一 的 例子 … (111) 
EATE, AMENER 

的 例子 …: es .. (112) 
ИЕ ОВ TE (113) 


第 五 章 与 特征 函数 、 母 函数 有 关 的 反例.… (1 


随机 变量 & ,52 个 独立 ,但 9 ,,.,(Ї1)=Ф, (1), 
p. (Í) [УЖҮА: ПЕ [т н СЦ) 


“ 当 & 为 奇数 时 ， 随机 变量 6 的 特征 函数 p(t) 在 


f=0 处 本 微分 x 次 ， 但 Es 不 存在 的 例子 ……(122》 _ 
分 布 函数 绝对 连续 ， 但 其 对 应 的 特征 函数 不 


绝对 可 积 的 例子 .…… (125) 


特征 曙 数 p(t) 在 有 限 区 间 内 的 值 不 足以 唯一 
确定 此 p(t)， 从 而 也 不 足以 唯一 决定 分 布 函 


Ж F(x) ен СТАВ) 


w Б» 


5—5 иаа RAE ER ERA D F 
ааа ыызы. .. (129) 
5—6 ЖИЛА ВЕЕТ 050911180) 
5—7 分布 函数 E(z) 不 是 无 穷 可 分 分 布 的 例子 ……(133) 
5—8 无 处 为 0 юнан чен 
Өө .. (134) 
5 一 9 Кл ү 
分 的 特征 函数 的 乘积 的 例子 … …(134) 
5 一 10 ИЛЛЕ ИЮНЕ КЕЛЕЙИН. (137) 
5—11 ЕЕ ЕНЕ, певане | 
在 的 例子 … зө А . (138) _ 
(*)5—12 ЗЕРРЕ ЖОЛЫН rin M+. 5 (139) 
075 一 13 消去 法 对 一 般 特 征 函 数 之 分 解 不 一 一 定 成 立 的 | 
例子 … ӨӨӨ. өөө .. (140) 
(*55—14 ATAARE EETA 
| Ф. TETIT .. (140) 
第 六 章 „кйин и...................... .. (143) 
6—1 分布 函数 列 {F,(z)} ARAFE), EF) 
6—2 ”分布 函 数列 F,(z) 一 F(z)， 但 F(z) 不 唯一 的 
例子 … be .. (144) 
6 一 3 Шо) = g(a) 对 Vo ea 都 成 立 ， 也 不 
能 保证 limF,(x) = F(x) 对 vz € Ri 成 立 的 例 
(145) 
6—4 F, (2)>F(£), [PEE >EE 不 成 立 的 例子 


(*06—15 


(6200—16 


(147) 


Е,(2)-5Е(х), BF,(z)—F(z) Ж кюр 
ў... вооон нн ... (148) 
ys SSO (F, æ) ) 对 应 的 特征 函数 为 
(P) HDIF RAOG), B 
q(t) 在 t=0 不 连续 ， 则 推 不 出 (F,(z))585 W 


伍 于 某 分 布 函 数 的 例子 (150) 
не, жесть ан инан 

Ë, (o) 一 5(o)， 但 E， (wm) 一 &(@0) 不 成 立 的 例子 
а (153) 
Ë, ЕЕ 不 成 立 的 

>ë ЕРИНИ (157) | 

波 雷 尔 一 一 康 特 立 引 理 (1) 的 逆 个 成 立 的 

fÜ... . вло азоне .. (161) 


E 一 上 但 В Ë, КИЛО өкөө (162) 


Оз, Е, >EN £,Ë 个 成 立 的 例子 
人 .. (163) 

AR r-—W!K 9 чыын 

反例 … se， vas sas... ..(165) 


ЩЕ, Е 时 ， ч. [шке gdF 的 例子 ……(167) 


С at GAEDE, MEZE 


RAM (5) ЈЕО M (s) fl 
м СО ........ .. (168) 
6—17 EERIE ENERE 
TT .. (169) 
第 七 章 与 大 数 定律 、 中 心神 限定 理 有 关 的 反例 өөө (170) 
7—1 个 服从 于 大 数 定律 的 例子 
.. (170) 
7—2 жилет) Жи кик ж-н 
服从 大 数 定 律 的 例子 … өзө .. (175) 
7—3 AY MEIEREI E) 不 满足 车 中 谢 夫 大 数 
定律 的 条 件 ， 但 满足 马尔 科 夫 大 数 定律 条 件 
的 例子 … so ОТ .. (178) 
7 一 4 азиат) иенен 
ЛЕНО ER А ЕН СТӨ) 
7—5 чка, (Ми тий ала 
| 定律 条 件 不 满足 的 例子 … ө .. (181) 
7 一 6 . ALMAE AERAR 
例子 … өн өөө (184) 
7—7 жалил, ковила 
立 的 例子 … ..... ө -. (187) 
7 一 8 тынык, EPO ARENE | 
ik оо оао оез аз *....... .. (189) ` 
7—9 аххан ыда аап 
7—10 随机 度量 序列 { azmat, п 
心 极 限定 理 的 例子 人 .. (196) 
*)7—11 El|? = оо, Lindeberg-Iévy 中 心 极限 定理 


. R å 


t*)7—12 {ё„„1<Ё<пһп, п;>1}ў gu, a nas dk, 但 max 


| |E nk] 0 的 例子 (198) 
7 一 18 уу Фё. о, (8) 仍 服从 强大 数 定律 的 例 


Дзен ннн (199) 


t*)7—14 SG ~ Е&„)а,в I SX, H S; DE = co í 


子 ，… Өн ЖҮГҮ .. (200) 

第 八 章 与 充分 统计 是 和 完全 统计 量 有 关 的 反例 … ee + (203) 

8 一 1 并 非 一 切 统计 量 都 是 充分 统计 量 的 例子 ……(204) 
878—2 ай ла ЖИНИ 


ө, .. (206) 

8—3 НАНБ. .. (2095 
8—4 повлек сню жахан | 
分 布 族 《或 统计 量 ) 的 例子 … …(211)》 


(8 一 5 ШЫ СХ) 与 有 界 充分 完全 统计 量 1CX， 

独立 ， 但 1(X) 的 分 布 与 9 有 关 的 例子 ……… (215) 
8—6 人 是 充分 统计 量 的 例子 

Өө .. (216) 

8—7 жазайын жане ин 
的 例子 … ...... а .. (217) 

8—8 ИЖОК ЫН ЕК 中 的 T(X) › KAKARA 
统计 量 的 例子 … м... ..... ..(917) 
‹*›8-—9 在 适当 的 条 件 下 ， 当 T,(Xi) 是 61(i=1 ;2) 的 
充分 统计 量 时 ，(T| (X; ), Т,(Х,)) % (0.， 


+e Ü г 


лж чийин sss 


9— 1 
9—2 


ЕЕ 


олова, 而 9) 不 是 9C9) 的 无 信人 


(221) 
(228) 
.. (223) 


0,) ОВЕ АЕО АР 


参数 不 存在 无 偏 估计 的 例子 … 

а 
t., .. (225) 

AfD, BEO) m, ERIR, 

参数 8 的 无 偏 估计 是 Xi Xss XARRA 

数 , 但 不 是 8 的 UMVUE 的 例子 ………: 

无 偏 估计 存在 ， п UMVUE 丰 站 在 的 全 了 


.. (229) 


.. (231) 


计 的 例子 (其 中 g(X) 是 = (Xi,… 
Borel п] Е) eee 


Kn) 的 
(232) 
> 


(X, Хә 去 估计 o 较 之 用 512. TÈ 


x (X, — Хә) o? ARRAT .. (234) 
无 偏 竺 计 不 是 一 致 (相合 ) 估计 的 例子 ……(235) 
无 仿 估 计 的 方 关 你 于 Rao-Cramir 不 等 直下 

界 的 例子 … sassa. 

UMVUE 其 方差 ж: :到 Rao_Cramér 不 4 ж К 
界 的 例子 … энн 

充分 统计 量 不 是 有 效 估计 量 的 例子 .。 

参数 的 DWV ТАЛ, 


在 一 定 的 优良 性 准则 下 ， s: S 


п+ 1 


.. (238) 


.. (240) 
... (241) 


. (244) 
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_8)®зэ0,(п->со)) 的 例子 … 


相合) 解 并 且 满 足 渐 近 正 态 性 的 例子 ………(250) 
会 数 0 的 一 致 ( 相 合 ) 源 近 正 态 估计 9 在 6 点 


kus OTOA 


例子 … ... ... (254) 
AT. X): 08J— ЖО, хіт, gl «А, < 
оо, ШТ, 不 是 9 AAAA NEA, _ 
'. (260) 
ЫЛЕ ЕКЕНЙ бөө (262) 
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277) 
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Neyman 结构 的 例子 ‘(287) 
当 正则 条 件 不 成 立时 ，Wilks 定理 中 关于 似 
然 比 极限 分 布 的 结论 可 以 不 成 立 的 例子 ……(288) 
对 固定 的 样本 大 小 而 言 ， 似 然 比 检验 可 以 不 


与 线性 模型 有 关 的 反例 … “(301) 
在 非 正太 的 条 件 下 ， 参 数 的 景 小 方 关 线 作 天 
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第 一 章 与 随机 事件 、 概 率 空间 、 
”古典 概 型 有 关 的 反例 


1 一 1 基本 事件 但 不 是 事件 的 例子 


有 关 概 念 


1 随机 试验 的 一 个 结果 , 称 为 一 个 基本 事件 . 全 体 基本 事 
件 的 集合 称 为 梯 本 空间 (也 称 为 基本 事件 空间 )。 

2 设 0 是 样本 空间 ， 7 是 由 0 的 一 些 子 集 所 组 成 的 0 一 域 ， 
则 称 .7 为 事件 域 ， 也 中 的 元 素 称 为 事件 ， 8 称 为 必然 事件 , ФИ 
为 不 可 能 事件 . 
ЕЙ 在 测量 某 一 零件 时 ， 考 虑 其 测量 结果 与 真正 长 度 的 
误差 。 从 理论 上 讲 ， 它 可 用 一 个 实数 > 表示 , 故 基本 事件 为 {z} 
(-co<z<co)， 整 个 实数 轴 为 样本 空间 ， 即 Q = {fzlzERi}， 

ËA, ={r|r>0}, А, = {zjz<0}， 即 4 表示 “出 现 非 
负 误 差 ?，4 :表示 “出 现 负 误 差 ?， 则 可 验证 

#=={ф,А,,А,,@} 

是 一 个 事件 域 . 

由 此 可 见 ， 基 本 事件 不 一 定 是 事件 。 ， 


1—7 同一 随机 现象 可 以 用 不 同 
的 样本 空间 来 描述 的 例子 


有 关 概 念 ” 参 看 1 一 1 


反例 | 
例 1 ”讨论 检查 # 个 产品 这 一 随机 现象 。 
车 我 们 感 兴趣 的 是 产品 中 的 次 品 个 数 &, 那 么 它 所 有 可 能 的 
基本 事件 有 n+ 1 个 ， 即 
O= {没有 次 品 }，@1 = {有 一 个 次 品 }，…， о, = {有 + 个 
КАА), 
所 以 它 的 样本 空间 
(l = {Oo，01，…， rhe 
车 我 们 注意 的 是 检查 的 记录 结果 ,并 记 出 现 一 个 次 品 为 1， 出 现 
一 个 正品 为 90， 那么 所 有 可 能 的 基本 事件 有 2 个 , 它 的 样本 空间 
为 
Q,={(0,0,.",0), (1,0,°,0), (0,1,0,.,0), 
,05090750, 1) (C1,1,0,. ,0), 
(1,0,1,0,.--.,0), 1+s(0,0,1,1), eC, l 
Өз, 1) }. 
2 中 每 一 个 基本 事件 ou = “个 产品 中 有 4 个 次 品 ”(=0， 
1,2,…,n) 是 由 8; 的 某 些 基 本 事件 组 成 的 。 例如 
@{={(1,0,+,0), (0,1,0, :..,0), 
6,00, ,,0,1)}, А 
有 的 问题 需要 采用 这 里 所 指出 的 样本 空间 2,。 比如 ,考察 
“第 2 个 产品 是 次 品 这 一 随机 事件 4。 此 时 用 样本 空间 91 就 无 
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法 讨论 。 但 在 2: 中 
4={ 所 有 (# ,1, 米 ，…， 米 )| 其 中 洲 可 为 0 或 1]] CO，， 

例 ” 盘 中 有 个 黑 球 ,b 个 白 球 ， 现 在 把 球 随 机 地 一 个 个 摸 
出 来 ， 求 第 & 次 换 出 一 个 球 是 黑 球 的 概率 (1 和 e<a+o)， 

АЙ ЖЕТ@ ДӘ н (а + 0) 个 球 一 个 个 摸 出 来 这 一 随机 试验 . 

如 果 我 们 假定 “ 球 有 个 性 ”， 即 认为 同一 种 颜色 的 球 之 间 仍 
有 区 别 《 例 如 设想 把 它们 进行 编号 ) ,车 把 摸 出 的 球 依次 放 在 排 
列 成 一 直线 的 (a+ 5) 个 位 置 上 ， 每 一 种 可 能 的 排 法 就 是 一 个 样 
本 点 ( 即 基本 事件 )， 总 共有 (ae+ pb)1! 个 样本 点 ,它们 就 组 成 一 个 
作 本 空间 2:。 若 用 事件 3 表示 第 & 次 摸 出 一 个 球 是 黑 球 , 则 有 利 
于 B 的 样本 点 数 有 a.(a+6-1)! 这 是 因为 第 次 摸 得 黑 球 有 a 


种 取 法 ， 而 另外 (e+6 -~ 1) 次 摸 球 相当 于 (e+8 ~ 1) 个 球 进行 全 


排列 ， 有 (ac+o- 1)1 种 构成 法 ， 故 所 求 概率 为 
а‹(а+5- 1) а 
= (atb) a+b’ 

如 果 我 们 假定 对 同 种 颜色 的 球 不 加 区 别 ， 即 把 а 个 黑 球 看 
作 没 有 区 别 ， 把 6 个 白 球 也 看 作 没 有 区 别 ， 那 么 在 (а+ 6) 3-45 
置 上 任 取 о + EL k E a pp (其 他 位 置 必然 都 放 白 球 ) 就 构成 
一 个 样本 点 ， 所 有 这 些 样 本 点 (总 数 为 C7,; 个 ) 就 组 成 样本 空 
间 2,。 在 这 种 场合 下 ， 有 利于 事件 4 的 样本 点 数 共 有 C2 ， 
这 是 因为 第 次 摸 得 黑 球 ， 这 个 位 置 必须 放 黑 球 ， P РАУ 
以 放 在 (а+0-1) 个 位 置 中 任 取 的 〈e- 1) 个 位 置 上 ,所 以 划 
A Cari- PEIE, 因此 所 求 概率 为 

Ciria а | 


P,=-— 1 
t С? a+b° 


两 种 不 同 的 思考 方法 所 得 的 结果 相同 。 这 两 种 解法 的 不 同 


Р, = 


之 处 主要 在 于 选取 的 样本 空间 9, 和 4, 不 同 ， 2, 中 的 每 一个 基 


RAER, ато АЛУ ЭЕТ ЛӨ. 

Ж 8, 1— 随机 现象 可 以 用 不 同 的 样本 空间 来 描述 ， 
相应 地 同一 随机 事件 的 概率 就 可 用 不 同 的 方法 求 出 ， BERM 
该 是 相同 的 ， 


1 一 5 两 事件 互 斥 但 不 互 逆 的 例子 


H A TERS 


1 如 果 两 事件 4，B 满 足 关 系 
A 1 B = ç, 
也 就 是 说 ， 如 果 A4，8B8 不 能 同时 出 现 ， 则 称 4，B 互 斥 〈 或 称 互 
不 相 容 )， 
2 如 果 两 事件 A， B 满 足 关系 
AUB=Q, АПВ-ф. 
也 就 是 说 ， 有 和 4，B 中 必 出 现 一 个 ， 也 只 能 出 现 一 个 ， 则 称 4、 
ВЫЙ (ЎА, ВЕУ ЕФ), 
ШЖ, А, BRŽ, ИЖА, BEF, BRZDI. 
反例 ”在 0，1，2，3，…,9 共 十 个 数字 中 任意 选取 一 个 ， 
有 十 个 不 同 的 结果 ;“ 取 得 一 个 数字 为 0”，…, “取得 一 个 数字 为 
9 .每 个 结果 都 是 基本 事件 ， | 
令 事件 4 表示 “ 取 到 一 个 数 <<3”， 
事件 BB 表示 “ 取 到 一 个 数 宇 5”， 
Ш АПВ =, 
ША, ВН, (H 
A UB = {15—137 25) 
= {RARA 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8,9) Q, 


. 4 œ 


# 


所 以 A， B BR, 


1—4 概率 为 0 的 事件 并 非 是 


不 可 能 事件 的 例子 
有 关 概 念 
我 们 知道 ， 不 可 能 事件 $ 的 概率 为 0%， 即 P($) = о, BRY 
ЖЖ. 
反例 


例 1 设 A 表 示 事 件 ， 向 边 长 为 6 的 正方 形 区 域 G 任意 投 
掷 一 点 ， 此 点 落 在 区 域 g(g 为 该 正方 形 的 四 条 边 )， 则 


但 4 却 并 非 不 可 能 事件 。 
| 02 WE АВАЖЕ, {ИЛИ R, 其 密度 函数 
为 jz)。 则 对 VCERI， 有 


Р(& = с) <Р(с<<с+№) = (fea | 
其 中 h>0, | 
故 | 0<Р(&= с) <lim | ayda = 0, 
因此 Р(&-е) =0, | 


Bp E Sk БИЛ. ЛЕ Et 2 ЧАН Ж 0, ЖАТ (ë = c} 并 非 不 可 能 
事件 ， 


1—5 ”概率 为 1 的 事件 并 非 是 必然 事件 的 例子 


有 关 概 念 

我 们 知道 ， 必 然 事件 2 的 概率 P(Q) = 1， 但 其 逆 不 真 ， 

反例 | 

例 1 以 B 表 未 事件 ， 向 边 长 为 的 正方 形 G 上 任意 投掷 一 ， 
点 ， 此 点 落 在 区 域 9(9 为 正方 形 去 掉 一 条 对 角 线 后 所 剩 下 的 区 
域 ) , 则 


但 B 并 非 必然 事件 。 
例 设 连续 型 随机 变量 取信 于 Ca,6]，c 为 Ca,6] 中 任 一 


点 ， 则 
Р(ё Є [a,5] 一 {с}) = l, 
但 事件 {o:E(o) C la,b]—- {с} 必然 事件 。 


O 1—6 集 类 上 上 的 非 负 集 函数 kL 具 有 有 限 可 
加 性 ， 连续 性 ， 但 不 具有 可 列 可 加 
性 的 例子 


”有 有关 概念 和 命题 

定义 1 设 4 是 定义 在 集 类 E 上 的 广义 实 信和 集 通 数 〈 即 可 以 
取 有 限 或 无 限 值 的 函数 ) ,如 果 对 EE 的 任何 不 相交 有 限 子 集 {E1， 
5,，…,E,}， 车 它 的 并 集 也 在 E 中 ， 且 有 - 


+ É ° 


(ÙE)- Хива 


则 称 А плат, ЖЕ 2 85 ЕЛАН Ж РЕ 列 
{E,}， 车 它 的 并 集 也 在 FE 中 ， 且 有 


(UE) = > и‹Е;), 
{= 1 i=1 


则 称 4 具 有 可 列 可 加 性 ， 
定义 2 设 4 是 定义 在 集 类 E 上 的 广义 实 值 集 函 数 ， WRH 
EE 中 之 集 的 每 一 个 增 序列 {E,} | 
有 тн (En) =u(E), 
其 中 limË,, = E, | 
则 称 k 在 EB(E EE) 是 下 连续 的 、 类 似 地 ,如 果 对 蕊 中 之 集 的 每 一 
个 减 序 列 {B,}， 有 
| limu(E,) = p (Ë), 
СЕ.) | <oo, 
H. lim, =E, 
则 称 4 在 EB 是 上 连续 的 . 
定义 3 设 F 是 8 的 某 些 子 集 类 ， 著 满足 
(1) BEF, 
(ii) ФАС.я, WJAC Z, 
(Hi) 若 A, E98 (n=1,2,3,…)， 有 


| Ú А„є#, 
则 : 称 为 9 的 一 个 c 一 域 ( 又 称 事 件 域 )。 


定理 #PRo— RI БҮ Р‹(О) = 10)4Е РАЯ, M 
它 具 有 可 列 可 加 性 的 充 要 条 件 是 
(i》 它 是 有 限 可 加 的 ， 
Gi 它 是 下 连续 的 ， 
EE MEE TERN. 
反例 
例 1 设 2 是 区 间 50,1] 中 一 切 有 理 数 的 集 ， 是 形 如 {x|z 
E02，a 志 x<b} 的 一 切 半 闭 区 间 组 成 的 类 ， 其 中 o<a<b<1, 
a 和 4 是 有 理 数 。 在 E 上 定义 集 函 数 4 如 下 ， 
и({х|а<тх<Ь}уу=0б-—а 
则 /具有 有 上限 可 加 性 ， 并 且 是 下 连续 的 ， 
事实 上 ， 设 
E, € E, U EAE, СЕ 
WWE:N. ЖЮН 
E,=[a;, bi) (1=0,1,2,--.,п), 


E. q =a Sb, =a,<D, =: = a, <O, = б, 
| u(E,)=u([a ,b,))=b,—-a, 


= b =a, = > (b; = ai) 
i= 1 


= У u(E;), 
i=] 


即 4 具 有 有 限 可 加 性 。 
WW 
Е, = [а,,б,) СЕ, ЕЕ, = [a,,b,) СЕ, 
由 a, ý Go Б. Das | 


НКЕ) = ба-а, = lim 5, 一 lima, 
= lim (b, = a,) = limu (E), ` 


故 & 是 下 连续 的 ，。 | | 
їн ЛАБ B ADIE. ТШ DEERE., 
BEDA, MuR ир нр. ШЕ 
ЕСЕ, Е, СЕ, 


Ec ЈЕ,;, 


应 有 ШЕ) < Z u(Ei), 
(C15), P.40(1)). [ Ж[0,11+#+{Ж 8 ЖЫ pk АЖ, 
故 可 记 为 {71,7,,…}。 取 


Е; ==, +) ПӘ _ (=1,2,3, 9, 


щй asto c UE 


但 1=000) < БЕ) = У нт = 
FĀ. | 
H2 ROR- WERA, 3FETEER Or — US ЖЕЮКҢ 
ЖЖ АЈ. ЕСЕ, ЖЕЕЋ Ж, $ ACE) =0， HER 
无 限 集 ， 令 HA(E) = со, ШЕ ИЕ 上 $ 是 上 连续 的 ， 且 有 限 可 
加 ， 但 & 不 具有 可 列 可 加 性 ， 

事实 上 ，4k 在 E 中 的 有 限 可 加 性 是 显然 的 。 
设 Е, }ф, Е„ЄЕ(п=1,2,3,), 
B fEE,, ВСЕ.) <co， 则 E 必 为 有 限 集 ， 从 而 当 n>m 时 BE 


„9 ẹ ` 


都 是 有 限 集 ， 
nB(Ë,) 一 0, 
所 以 limu(E,) =0=н(Фф), 


即 / 在 % 是 上 连续 的 。 
£ D: 
Е„={һ} (n=1,2,3;, e), 
mW u(E,) = 0。 


而 в.) = so- Suc, ), 


获 & 不 具有 可 列 可 加 性 ， 


进一步 的 讨论 
”本 条 中 的 定理 表明 ， 如 果 了 是 定义 在 & 的 c 一 域 多 上 的 非 负 
集合 函数 ， 且 满足 P(Q)=1, 则 了 具有 可 列 可 加 性 等 价 于 它 具 
_ 有 有 限 可 加 性 并 且 是 下 连续 〈 或 者 上 连续 ) 的 。 此 处 ， 对 于 集 
合 函 数 的 定义 域 的 结构 尚 可 作 进 一 步 的 放宽 ， 而 不 必要 求 它 是 
0 一 域 
先 给 出 一 个 定义 ， 
一 个 以 集 为 元 素 的 非 空 类 R， 若 BER，FER， 则 EUFE 
R, Е-ЕЄВ, WERA H: 
| 下 述 结果 可 以 在 [15]，P.40 定 理 6 找到 。 


定理 设 4 是 定义 在 环 R 上 的 非 负 有 限 实 值 集 函数 ,并 具有 


有 限 可 加 性 。 如 果 k 在 R 中 每 一 个 集 E 是 下 连续 的 (或 在 $ 是 上 

连续 的 )， 则 4 具有 可 列 可 加 性 ， | 
注意 到 上 述 反例 1 中 的 集 类 E 不 是 环 ( 因 为 它 对 差 运 算 不 

HBD; 反例 2 中 的 集 类 卫 虽 然 是 一 个 环 ， 但 由 可 以 取 无 限 值 。 
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在 这 两 种 情况 下 ， 由 /的 有 限 可 加 性 和 连续 性 ， 都 准 不 出 4 的 
可 列 可 加 性 。 


1 一 7 上 极限 事件 和 下 极限 事件 不 相等 的 例子 


有 关 概 念 


设 A41!， 有 A4，,， ery Ans … 是 一 列 事 件 ， 记 
im A,= ) UAn 
lim А, = ПА, 
п — k=in=k 
PR lim 4, 为 事件 序列 {4,} 的 上 极限 事件 ， EKRI А,(п= 1,2, 
3，… ) 发 生 无 穷 多 次 ， 称 lim 4, 为 事件 序列 {4,} 的 下 极限 事 
№, ЖА, (п = 1,2,3,…) 中 至 多 只 有 有 限 多 个 不 发 生 。 晶 
然 | 
lim A.C limA,, 
特别 地 ， 当 
| lim AÁ, = Jim À, 
ВУ, 记 jim A, = lim A, = lim års | 
并 称 它们 为 事件 序列 {4,} 的 极限 事件 ， 
下 面 提供 一 个 jm4,< А, АТА, КЕНЕ, 
反例 W 
A {4° Зп, 
" В, мп 为 奇数 时 。 | 


. 11 ° 


H A= B, 


则 im 4,= U \А,=АПВ, 


R< 1! n = Ё 


ітд, (ЈА, = AUB. 


1—8 ” 非 古 典型 随机 试验 的 例子 


有 关 概 您 


如 果 随 机 试验 B 具 有 下 列 两 性 质 ， 

(1) НЖЖ КАНАКЕ Що, о, ey Ong 

(2) 所 有 基本 事件 都 是 等 可 能 的 。 
则 称 B 为 古典 型 随机 试验 . 

反例 

HI 《〈 基 本 事件 个 数 有 穷 ， 但 非 等 可 能 ) 

任意 地 选取 一 本 英文 书 。 翻 开 任意 一 页 ， 查 阅 某 行 的 某 字 
符 ， 它 可 能 是 26 个 字母 中 的 某 一 个 ， 也 可 能 是 空格 或 标点 符号 
(为 方便 计 ， 通 称 为 “空格 ”)。 寺 是 ， 任 意 查 看 某 一 字符 ， 基 本 
事件 总 数 是 有 限 的 ， 共 27 个 。 但 是 ， 它 们 并 不 是 等 可 能 的 。 例 
如 ， 字 母 e 出 现 的 可 能 性 远 比 字母 z 出 现 的 可 能 性 来 得 大 ， 

例 2 〈 基 本 事件 个 数 无 穷 ， 但 等 可 能 ) | 

在 一 个 面积 为 S 的 海域 里 有 表面 积 为 4 的 大 陆架 贮藏 着 石 
油 。 假 定 在 这 海域 里 任意 选 定 一 点 钻探 ， 可 以 认为 该 海域 中 各 
点 被 选中 的 可 能 性 是 一 样 的 ， 但 所 有 可 能 结果 总 数 是 无 限 的 ， 
此 时 ， 等 可 能 性 是 通过 下 列 方式 来 赋予 意义 的 ， 落 在 某 区 域 G 
CS 的 概率 与 区 域 G 的 面积 成 正比 ， 而 与 其 位 置 及 形状 无 关 ， 


. ]2 ° 


例 3 (基本 事件 个 数 无 穷 ， 且 不 等 可 能 》 
从 装 有 m 个 白 球 和 n 个 黑 球 的 镜子 中 将 球 一 个 一 个 地 取出 
来 (但 每 次 都 放 回 )， 一 直 取 到 白 球 为 止 . 
这 个 随机 试验 的 所 有 基本 事件 有 ， 
@= (Él), о,= (Ж, А), оз = ( 黑 ， 黑 ， Fl), 
O= (28, Өз, m, ai `. | 


第 n 个 

基本 事件 空间 

Q= {01, os се, @ə J. 
用 事件 4 表示 “第 & 次 取 到 黑 球 ” 

B 表 示 “ 第 4 次 取 到 白 球 ? 
出 A,= B,, 

P(A)=—™ , P(B,)=— 

m+n m+n 


由 于 每 次 抽取 后 都 放 回 ， 所 以 4 А,, 779 A,- 4 相互 独 
М. 因此 
Р(0,) =Р(А,, A,, +, А,.,, А,) 
=P(A,) s P(A,)..P(A,1) • Р(В,) 


| 6-1 
(ат) р) 20559 


显然 P(@)>P(6,)>P(6,)>- > P(@6,) > --. 
可 见 诸 基 本 事件 @1， Osy 0,, 不 仅 总 数 为 无 限 , 而 日 不 
是 等 可 能 的 ， 


+ ]3 o 


第 二 章 ЫЕ. ОЕА 
有 关 的 反例 


2 一 1 ”两 事件 不 独立 的 例子 


有 关 概 念 
EX ХИН АДВ, # 
Р(АВ) = Р(А)•Р(В), 
则 称 它 们 是 相互 独立 的 ， 否 则 就 称 A4，B 不 独立 ， 
推论 *P(A)>0, ША, BRTH DRR E 
Р(В|А) = Р(В), | 
反例 
例 1 袋 中 装 有 个 黑 球 和 2 个 白 球 ， 采 用 不 放 回 的 摸 球 27 
以 事件 4 表示 “第 一 次 摸 得 黑 球 ”， 
事件 了 3 表示 “第 二 次 摸 得 黑 球 ” 
此 时 P(A)=— 


P(AB)= P(A)P(B|A) = 一 一 9 


P(AB)= Р(А)•Р(В|А) 


° ]4 ° 


648063 


5 


a 
a+b a+b-=-1 


шин 
wa 


于 是  Р(Ву)=Р(АВ)+Р(АВ) 
| „9,9-1 2, a 
- a+b a+b-1 a+b а+б-1 


a 


ai | 


В a+b’ 
wA P(AB)XP(A).P(B), 
即 事件 4 和 8B 不 独立 ， 


这 是 因为 在 第 一 次 摸 到 黑 球 后 ， 由 于 采用 不 放 回 摸 法 ， 从 
而 使 袋 中 球 的 组 成 成 份 发 生 了 变化 〈 黑 球 减少 了 ) ,因而 当然 要 
影响 (减少 ) 第 二 次 摸 到 黑 球 的 概率 。 

012 ”考虑 有 两 个 小 孩 的 家 庭 。 假 定 任 一 人 小孩 为 男孩 或 К 
了 巷 是 等 可 能 的 。 | 

用 事件 4 表示 “ 任 取 一 家 庭 至 多 有 一 个 男孩 ?> 事件 B 表 示 
任 取 一 家 庭 有 男孩 ， 也 有 女孩 ?， 则 ， 

P(A)=3/4, P(B)=2/4, 

P(AB)=P(B)=2/4, 
所 以  P(AB)=P(A).P(B), 
于 是 事件 4、B 不 独立 ， 


进一步 的 讨论 
例如 考虑 有 三 个 孩子 的 家 庭 ， 其 他 假设 条 件 以 及 事件 А, 
8 的 含义 均 不 变 ， 则 有 
P(A)= 4/8, Р(В) = 6/8, 
P(AB)= 3/8, 
得 Р(АВ) = Р(А)Р(В), : 


. 75 э 


ШНА, ВАЗ, 
”本 款 例 1 中 ， 如 果 改 为 有 放 回 的 摸 球 ， 则 事件 4，B 也 是 独 
并 的 。 对 这 一 结论 ， 读 者 很 容易 验证 ， 


2 一 2 两 事件 不 独立 ， 但 不 一 定 互 斥 的 例子 


”有 关 概 念 
1 两 事件 独立 与 不 独立 概念 ， 见 例 2-1。 
2 两 事件 互 斥 概念 ， 见 例 1-3， 
反例 | | 
考虑 有 两 个 小 孩 的 家 庭 。 假 定 任 一 小 孩 为 男孩 或 女孩 是 等 
可 能 的 。 | 
以 事件 4 表示 “ 任 取 一 家 庭 至 多 有 一 男孩 ”， SHEBE ж ж 
任 取 一 家 庭 既 有 男孩 ， 又 有 女孩 ?3 
事件 C 表 示 “ 任 取 一 家 庭 ， 两 个 孩子 全 是 男孩 或 全 是 
女孩 ”， | 
则 P(A)=3/4, P(B)=2/4, P(C)=2/4, 
Р(АВ) =2/4+Р(А)Р(В), | 
Р(ВС)у=0-=Р(В).Р(С), 
于 是 ，4 和 3B，B3 和 C 都 不 独立 。 但 是 
_ АГВ=ф, A, BRER, 
Bn C= 0, В, CER, 
此 例 表明 ， 当 两 个 事件 不 独立 时 ， 它们 可 以 互 斥 ,也 可 以 不 互 斥 


进一步 的 讨论 
两 个 事件 4、B 相 互 独立 ， 其 实质 是 一 个 事件 了 出 现 的 概率 


. 16 ° 


与 另 一 个 事件 4 是 否 出 现 没 有 关系 ， 但 这 并 不 意味 着 事件 A、 瑟 
本 身 完 全 无 关 。 而 戎 两 个 事件 4、B 互 斥 ， 则 意味 薪 4 的 出 现 必 
然 侍 致 8 的 不 出 现 ， 因 而 此 时 B 出 现 的 概率 SAREAT 
现 密切 相关 ， 

它们 有 下 面 的 性 质 ， | | 

若 4、3 两 事件 独立 ， 且 P(4)>0，P(B)>0 则 4A、 B 必 定 
ARJ. 

这 就 是 说 ，A、B 独 立 与 4A、 ВИ ЗЕР(А)>0,Р(В):> Ой; 
场合 下 不 能 同时 成 立 ， 

这 个 性 质 的 证 明 是 很 简单 的 ， ТҮЗ | 


2—3 ”事件 两 两 独立 ， 但 并 非 相互 独立 的 例子 


定义 ”对 于 三 个 事件 4、B、C， 若 下 列 四 个 等 式 同 时 成 
立 ， 则 称 它们 相互 独立 ， 
Р(АВ) = Р(А)Р(В), 
РВС) = Р(В)Р(С), 
РОСА) = Р(С)Р(А), 
Р(АВС) = РСА)Р(В)Р(С), 
# B = FSK TER r, ДИКА, B. Сиру, 显然 相互 独立 必 
定 两 两 独立 。 在 以 前 很 长 一 段 时 间 里 ， 人 们 认为 三 个 事件 只 要 
两 两 独立 〈 即 前 三 个 关系 式 成 立 )， 则 这 三 个 事件 就 是 相 了 本 独 
立 的 〈 也 即 第 四 个 关系 式 也 一 定 成 立 )， ЖЭЛ, ЖӘ, 
反例 | | 
例 i W=, Or, оз, ф,) 


° f7 ° 


是 等 可 能 的 。 即 | 
| Po) = — (1=1, 2, 3, 4), 


令 А = (ф,, ©}, В = (@\, O, )s С= (01, ®,), 
则 Р(А) =Р(В) = РСС) =>, 


由 于 AB= АС= ВС= (61), 
所 以 ?(4B) = P(AC)=P(BC)= =-1+-- 
= Р(А).Р(В) = Р(В):Р(С) = P(C)*P( A), 
因而 三 事件 4、B、C 是 两 两 独立 的 。 然 而 它们 却 不 相互 独立 ， 
这 是 因为 
1 


Р(АВС) =Р(@1) = = 1al 


=P(A)*P(B)* P(O), 
#2 Am НИШ KAK, ДЕ (т—1) ж E 5 A, 
(т-1)Ж ЕЕ ЕВ, (m-DRERC, #—B ES ABC, 其 余 的 
不 写字 . | 
今 从 m* 块 中 随机 抽取 一 块 。 设 抽 到 一 块 上 写 有 A4 字 的 事件 
МА; 写 有 8 了 字 的 事件 为 B， 写 有 C 字 的 事件 为 C。 别 


РА) = т -1) +1 _ 1 
т m 

m m 

РОС) = PTDI 1 
m 


РАВ) =, РВС) =-1,-,P(CA) = i 


所 以 ” Р‹АВ):Р(А).Р(В), 
Р(ВСу=Р(В),Р‹С), 
Р(СА)=Р(С).Р(А), 

故 4、B、C 三 事件 两 两 独立 。 但 是 


1 
P(ABC) = — z 
而 - ОР(А).Р(В)УР(Су=—2—, 


9 
m? 


所 以 РгАВС) =Р(А)Р(В)Р‹С), 
这 表明 A、B、C 三 事件 不 相互 独 并 。 


进一步 的 讨论 
HE, 存在 1 个 事件 Ai1， А,, “**› А„, 使 其 中 任何 n 一 1 
个 事件 是 相互 独立 的 ， 但 是 这 ?个 事件 并 不 是 相互 独立 的 。( 见 
《科学 通报 ?1980 年 数学 、 物 理学 、 化 学 专辑 P90 一 92) 


9—4 Р‹АВС) = P(4)P(B)P(C)， 但 4， 
b, C 三 事件 并 非 两 两 独立 的 例子 


有 关 概 念 ” 见 例 2-3 

反例 | 

例 1 有 一 均匀 正八 面体 ， 其 第 一 、 二 、 三 、 四 面 染 上 红 
а, 第 一 、 二 、 三 、 五 面 染 上 白色， 第 一 、 六 、 七 、 八 面 染 上 
RE. 

现 令 

事件 4 = {KEME 3H FARS mi i Bü 2r 6), 

. 19 。 


{Н Ж 


В = { 抛 一 次 正八 面体 ， 朝 下 的 一 商 出 现 白 色 }， 
C = { 抛 一 次 正八 面体 ， 朝 下 的 - 面 岂 现 黑色 }， 


Р(Ау = Р(В) = Р(С) = += 


Р(АВС) == = РсА)Р(В)Р(С), 


РАВ) = 3% == Р(А)•Р(В), 


ШЛА, В, CAW D98357, 


< 


则 


例 2 i 


d=(01, 0,, ©, @,), 


. “5 1 1 
P.O, 、 =i | Pa) = — 


ы 


| 3 > 1 
| P(os) = ~ РФ) = 


А =(@\, ©з), В=(0,, әз), C=, @ 


P(ABC) =Р(ф;) s+- 2, 


Р(А) = Р(о,) + P(@, ) 
DD 


_ 1 
=> 


РОВ) = Р(о,) + Р(@;) 


Р(С) = РФ, ) + P(O ,) 
=1—\М 2, 
2 


> 20 。 


P(4)P(B)P(C) = (1-2 )(1-У-®) 


3 v2 


| 4 人 э 


W — РКАВС) =Р(А)Р(В)Р(С), 


但 是 Р(АВ) =P(os = 


P(A)P(B) = (1- 2). 


进一步 的 讨论 


任意 5(1<S<n)， 任意 1 和 i , <i, <. Р Р | 
P(A; А; As )=P(A;i,)P(Ai.) PADO | 
则 称 事件 A1,. A, °... 4, 相互 独 立 ， 
若 对 任意 1<ii <i, <и, 有 
P(Ai.As,) =Р(А; )Р(А,), 
ШИА, А, +, А, 两 两 独立 。 


O ТЕРА An - bk ж 


| КУУ, mE MH 
P(ABC) =P(A)P(B)P(C) 


也 推 不 出 和 4、B、C 商 两 独立 。 只 有 当 (*) 中 各 式 都 成 立时 才 能 Е 


KAn Ar e AWEWE. CORRA 
CHCH e+ O= n=l 
个 关系 式 ， 
(2 һанси, вусы, аљали, АПВ, 


° 2 ` 


A- BI Chr, 
例如 令 
1 


д={1, 2, 3, 4), PO) =Р(2) = РСЗ) = P(4) = = 


А ={1, 2}, В={1, 3), C= (1, 4), 
则 不 难 验 证 4 与 C 独 立 ，B8 与 C 独 立 ， НАИВ, АПВ, A- -B 均 
与 C 不 独立 。 


2—5 说 明 P(C4)，PC41B)，PC4B) 
三 者 不 同 含义 的 例子 


有 关 概 从 

1 RQ, F, Р) ЖӘ], ACI, BEF, HPB) 
>0。 在 “事件 了 已 经 发 生 ” 条 件 下 ， EARE M жЕ ж 
P(A1B) 定 义 为 


Р(А|В) _ Р(АВ) 


Р(В) ° 
2 可 以 用 下 述 观点 来 考虑 条 件 概率 ; 
2 Е (0, F, Рудов, Fe, P), Erh 

05 =Q B, я = {(ЕПВ|ЕЄС z), 
P(A) 
Р(В) 

ИЙ 设 有 5 件 产品 ， 其 中 3 件 正品 ,2 件 次 唱 。 进行 不 放 回 抽 
位， 连续 抽 两 次 ， 

以 ”事件 8 表示 “ 头 次 抽 到 正品 ”， 

事件 4 表示 第 一 次 抽 到 正品 ”。 | 
. 22 。 


P (A) S (4) 9 УАЄ Z5, 


我 们 把 连续 两 次 抽取 的 结果 看 作为 一 个 试验 结果 ， 并 用 a1 ,а,, 
as 表示 3 件 正品 ， 用 0，20: 表 示 2 件 次 品 。 
于 是 ， 样 本 空间 | | 
(ау,а„),(а,,ау) ‚(ав ,01),(b1,01),(b2,01) 
_ \(а,,аз),(а,,а»),(а«,а„),(Ь,,а„),(ф,,а,) 
I (a1sb1), (а,Ь), (аз, Б), (Б.а), (Б. ,0s) са 
(а1,6,),(а,Б.), (аз, Б), (bib), (bb) 


[“41,@;), (а,,а,), (аз,а,)} 
Е | (а,,а,), (а,,а,), (as ,a,) | 
| bisai), Gra, (pas) | 
ув), (basag), (bao 
азоттын, 所 以 | 


Р(Ау =. 12 -3 
(А) = > =, 
п | АВ={ ° aa), (aa, aj), (as, oD 
Е У аз), (а;, а), (аз, a,)) 
P( AB = =ч 
所 以 (АВ) 5. 


在 “事件 3 已 经 发 生 ” 条件 下 ，. 样 本 空间 已 缩小 为 
| (Casa, (9,41), (аз,а,) ү 
Q,= Bn Q= ИСЕ (G,,Gs), (а, ,а,) | 
| | (1,01), (а,,61), (а,б) | 
(arb, (a,,b,), (аз, Б,)) 
在 908 的 总 共 十 二 个 梓 本 点 中 ， 事 件 4 只 含有 六 个 ， 所 以 | 


PAJB) = PAND, 


° 23 ° 


< Tn 
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2—6 Заза вн ( {ЕВегпош ) 的 例子 


ARAR 


设 E 为 一 随机 试验 ,只 有 两 个 基本 事件 4 和 A, 5Р=Р(А), ` 
q=P(A), 0<р<1, 0<q<1, р+9=1, 

将 E 独 立地 重复 nn 次 (或 可 列 次 )， 称 为 n 重 (或 可 列 重 ) ~ 
Bernoulli 试 验 ， 并 记 为 E" (或 E*)， 这 里 的 “重复 ”， 是 指 在 每 
次 试验 中 事件 4， 从 而 事件 4 出 现 的 概率 都 保持 不 变 ， ЖЕ № 
独立 是 指 各 次 试验 的 结果 互 不 影响 。 

反例 〈Polya 模 型 ) 

设 馈 中 装 有 6b 个 黑 球 ，r 个 红 球 ， 任 意 取 出 一 个 ， 然 后 放 回 
去 ， 并 再 放 入 < 个 与 取出 的 颜色 相同 的 球 . 再 向 镀 里 取出 一 个 


用 及 ,表示 “第 K 次 取 到 红 球 ? 
用 B 表 示 “ 第 k 次 取 到 МК” 


显然 В, = В, 
р. PR)= = PB, ) =, 
下 面 用 归纳 法 证 明 ， 对 任何 w， 都 有 
Р(Е,) =, Р(В,) = ке. 
事实 上 ， 当 n=1 时 ， 已 有 
РОК) = рт, РВ), 


假设 Р(В,) = To P (RO = = 
+ r b+r 


° 24 ° 


p 


+ r 


d 


往 证 Р(К,,1) = т, Р(В,, ) = [д 


H + P(R,,,) = P(R,. ПЕ) +Р(К,,1 ПВ!) 
= Р(К,)Р(К,, [| RI) +Р(В, УР(В, ІВ), 


PEPR Ао, женил, ма ноф, 
黑 球 4 个 ， 此 时 再 抽出 红 球 的 概率 将 为 -5 (抽出 黑 球 的 


+r+c o 
Жо 7). ЖИНИНЕ, E 后 第 6 次 试验 в 到 
红 球 的 概率 仍旧 等 于 此 概 素 ， 故 
РСЕ... ІК, ) = rre 


b+r+c ° 
同 理 PR lB) =- 
因此 РК) = 
U b+r brrre  b+r b+r+c ` 
=" Ес 
b+r?’ 


Р(В,,1) =1-P(R,41) -— | 


这 就 是 说 ， 在 各 次 试验 中 取 到 红 球 的 概率 和 取 到 黑 球 的 概 。 


率 保持 不 变 ， 但 是 容易 看 到 ， 各 次 试验 之 间 是 不 独立 的 . 所 以 
| 本 模型 不 是 Bernoulli 概 型 | { 


(27 ітѕирЁ |én [<o 4942 ТЕА S 


我 们 知道 由 — СМЕ |£, — -É| POTEN 


. з, 


JimsupE ë, | < оо 
2《 见 [510 独立 性 这 一 章 P403)， 但 其 道 不 真 ， 即 由 
limsupE (2, | < оо, 
并 不 能 保证 
E — >. 
我 们 有 如 下 的 反例 ， | | 
01 їл, Ns …， Hnt 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 
FHf | 


P(m,=0) = Рт, = 2) =. n=], 2, + | 


令 Ё = BEP n=], 2, ... 
1 一 1 


则 不 难 证 明 {5&,} 是 园 〔 摧 的 概念 见 [1]P385)。 自 然 {5} 亦 是 下 
B. X 

Её, = 1 
(Ж limsupE | ë, =1<e). | 
由 下 圾 收敛 性 定理 《〈 见 C1]P401) 知 存在 随机 变量 使 
E, 2, $ - | 
显然 =o, 
И э Е|&—5&]=Е&=1-—>0, 
即 2—5 
不 成 立 ， 

例 2 + 

Š= (— 1)", 


>Ë, 


. ° 26 ° 


则 显然 limsupE |Š,| = 1<оо, | 


而 对 任意 的 6 
E |En 一 | 一 >09 [ 


Ыр ъё 
不 成 立 。 
进一步 的 讨论 
注 ёз->&@,5, 


H. limsupE |.| оо 
也 未 必 有 
EE | 


例如 令 Q = (0, 17, FIHO, 129 Воге!қ Atk, PHLebesgue `. 


Ж, £=1, 
n, щ0<®«——, 


En 一 
1, щ-——<ш«1, 


则 显然 有 


Ë—— ass, 
limsupE |6. <2 <оо, 
Н Е|5.-5|—91%0, 
即 ағ 
不 成 立 。 


ь 27 ә 


ua—ak—. la а а а. i 


I 
[ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
[ 


Б Еи ттт ә r агана ч. 


2—8 ЗЕЕ 1905, } 均 存在 一 个 满足 
上 | 引 <<w% 的 随机 变量 5 和 概率 空间 (2、 
F PPF ‚#004682, 使 得 = B 
(£| 2, } 的 例子 


有 关 定 理 


首先 我 们 有 如 下 的 正面 命题 ， 

定理 设 { 丈 ,是 称 中 的 非 降 子 c 代 数 序列 ， :是 一 个 随机 变 
E, WE 

Е |Ë | < оо 
则 | ё„=Е{5|.Я#»} (а, $) n=] 
是 一 个 鞭 〈 见 [1]P389 命 题 6.2.2)。 但 其 道 不 真 ， 即 给 定 一 个 
Bh P- EREMIE RE СЛЕ E| со) пя Е R E 
TORRT AE | 
Ë En = ELEI Z.) (a, s). 

在 列举 反例 之 前 ， 我 们 先 注意 如 下 事实 ， BX, Xas се, 

… 是 独立 的 随机 变量 序列 ， 
ж ЕХ, =1 (对 一 项 n)。 


| <. | ў» = Их, nzi, 


MRH (|) 是 一 个 款 ([13P387 例 6" 2° .3). 现在 我 们 可 以 举 


BEAT. 


反例 т, л, “5 M ЖЕЛЕНИ ПЫ 
量 序列 ， 满 足 | 


P(n: =0)=P(mn =2)=- і=1, 2, = 


to 


* 28 >% 


则 Ет; = 1, 


5 e= [I] 


| 则 由 刚才 列举 的 事实 知 {8"} 是 一 个 蔷 ， ЖЕ <оо 


的 随机 变量 5 及 .ZF 中 之 非 降 子 o- 代 数 序 列 { 多 +}， 使 
| En = E1£ | Za} (a, S), | 


我 们 用 反 证 法 ， НЕМЕЕ [B| оов Ея т 的 非 | | 


降 子 0- 代 数 序列 {多 ,} 使 得 

Ën = EË) Dr} (a, s) 
MEE 2, n) W) ра, ИЕ 

А. = (Š, = 0) Є Zn 
于 是 ， 由 条 件 概 率 之 定义 得 


o=| EdP, -| Е(&| %)dP, ) 


=f, EdP = | EI, dP =E(ÉL, ), 
л . e 


.但 |&14„|]|81, 
而 Е|&|< оо, 
X Li 一 一 一 1， 
由 Lebesgue 控 制 收敛 定理 得 


0=Её1, ==> ЕЕ =Е8&„= 1, 
矛盾 . 


“2 一 9 与 独立， 但 已 (6，6)< 达 (0) 的 例子 


有 关 结 论 
我 们 知道 ， 若 5 与 9 独立， 风 
ә 29 . 


үт atan ы. rnama лш зз пз ша = L u... ——. -.ч лы | уа. i 


Е(&|1) = Eé(a, s), 
但 8 与 5 独立 ， 并 不 能 推出 

E(ë, |т, б)=Е(&|т), 
请 看 下 面 的 反倒。 

反例 W 

Q =(0, 1), F = Вә 
(8 中 子 集 所 组 成 的 Borelo 域 ) РО = (0, 12 Е 的 Lebesgue W 
E. < | 

ES 200.17, тет: D, ESI 33. 
则 8 与 5 独立， 然而 I . 


2. Qo C | 0, KA , 
кете) | г) 
0, ХВ. 
r3 
š оє[3, 1, 
1 3 
Е(&|һ, ё) = i o€| 5, >)» 
li, ec|o, +). 
“A EIn, DSE, 1), 
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第 三 章 与 随机 变量 ， 分 布 
函数 有 关 的 有 反例 


3—1 £(@) 是 定义 在 概率 空间 (人 ,7 ，P) 上 的 单 值 实 
ASETE, я, Р) БАВЕ УЖА 


有 关 概 您 


设 5(o) 是 定义 在 概率 空间 (9， Fr P) ызга, m 
果 对 于 直线 上 任 一 波 雷 尔 点 集 B， 有 
{0:E(0) € B) € >, 
则 称 5(o) 为 随机 变量 ， 
反例 9-0, 1], Lo, 1] ТРТ 
的 c- 代 数 ， 
P(A)=m(A) (VA6€ £), 
其 中 тА) ЛЮКА, 


再 设 妃 是 [0，1] 上 的 天 不 可 测 集 ( 其 存在 性 的 证 明 见 [15] 


816), 
考察 函数 
EOR i OCE, i 
| 0, @€ Q— E= E, 
УСА; 


316. 


+ 


РЧ 
[1 
- 4 
- ' 
F 
--— -rn a aL азы. m be ar. i r, 


_ ЧАА —— 


ü, х>1, | 
{ф@:ё(ф)<х}ү={1Ё, 0<т<1, 
| | | Ф, х= 0, 

АГ, >*w0<z=<1HB9 
{0:E(0) <r} EER, | 
| Ни ЖЕ (о) ЖАК (0, F, P) 上 的 随机 变量 ， 


5—2 ”随机 变量 的 勒 贝 格 可 测 函 数 
不 一 定 是 随机 变量 的 例子 


有 关 概 念 和 命题 
BY = g(x) 是 R1 到 RI 上 的 映射 ， (1) 若 对 任 给 R! 中 的 波 雷 | 
尔 点 集 B1， 均 有 x 
| g-1(B1) 人 {x:g9(7) ЄВ,}ЄВ\, 
Жө BAR E E RoR, MO ARNT, 
(2) 车 
© 9'(B,iyƏ Iz:ig(2) CB EZ ` 
其 中 ZAR КЁЛ o-i, ат 
Ж. 
我 们 知道 ， 若是 概率 空间 (0， ж, Р) 上 的 随机 变量 ， 而 E 
9(z) 是 -元 波 雷 尔 可 测 函 数 ， 则 9(8(@)) 是 (9，7，P) БИШ 
”机 变量 。 但 是 ， 当 9(7) 是 一 元 勒 员 格 可 测 函 数 ， 则 (8(0)) 就 不 
”一 定 再 是 随机 变量 了 ， | 
= BA 设 Q=00, 11, 
多 为 [0，1j 中 勤 员 格 0o- 域 ， 
P 为 L- 测 度 。 
. 32. 


下 面 我 们 将 给 出 一 个 勤 贝 格 可 测 的 实 函 数 g(y)， 以 及 一 个 
和 连续 而 日 递增 《在 严格 意义 下 ) 的 函数 ECz)， 其 中 0<z<1, 使 


得 9(e(z)) 为 勤 贝 格 不 可 测 函 数 的 例子 。 
(1) 对 每 一 个 TEL0， 11, 令 


其 中 a;=0，1 或 2，i= 1，2，3. 
тжс Canion A, 则 当 zEe 时 ， 有 ci = 0 或 2，i=1,2， 


. Bn = тг) ба, = 1 的 第 一 个 指标 ;如 果 这 样 的 4 不 存在 ， 


这 就 是 说 ， 如 果 zEc， 则 令 n(z) = ee。 定义 函数 gg 如下， 
_ G; 1 | 
ф(т) = > gi+t1 МЕ. 


isian 


(2) #0<r<y <1, W 
о= 00) <р (2) 000) <0(1) = 1, 


事实 上 ， 因 
o = У о/з = 0.00 
Ж n (O) = оо, 
(o) =0, 


x 1= D2- = 0.222: 


f | n(1) = co, 

所 以 901) =1, | 

НӘ}, у›Є[0, 11, BRE 
 о=ї{ф(о)<р(х), PUEA) =l. 


633. . 


ж = 1 由 于 7 的 三 进位 表示 式 是 唯一 的 ， 所 以 有 
y(x) = PY), 

+ 2=0, G G, <U =0, Bib” 
则 | 存在 自然 数 j， 117 В, e; =8,Ңа <В, 1, 此 时 
若 n(y) 之 j， 则 必 有 

n(x) =n(y) =], 
由 4 的 定义 有 gp(z) =Y); жиби) =j， 则 有 B;=1，&;=0， 故 
у(х) <U), #hn(u)>j, ЩЩ п(х)>)], 则 有 8 =0 或 2， 又 因为 
Qj 二 Bj， 故 必 有 Bj =2, а; 1, IEN) 

yD -yz)=| Ж | 


1-— í< n(y) 


а; | 1 | | . | 
-| 5 ir t] | 


1<i=<n(x) 


= 5 i р В ү > Bi 


+] + 1 i 
1<:i <; 2 2? лр) © ii .. 
| ] | Ci Ci 
а а: 
Wy) + 1 i+ 
2 ) < í <' J 2 аз сят) 2 ! 
nix) ; it 
2 2? cicna © 
1 ` \ Ci 1 


(у) 7 жї n( x) 
2 Такву © 2 


1. ; _ 
>57 2 й у 


23 ef) 2 
Ент) =] 时， 右边 为 0 щи(2) > аф, HHA, Хау 
<В, Яа, = 0， Ж | Е | 


— +- | а; 1 


i+] 
раж) © іы пз) 
1 ~ 了 
зг 之 9i+] =0, 
ара 1 
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к ЕЖ, H 3E0<zr<tu=<1, ЖН 
0 =ф(о)<у(х)<у(у)=с(1) =1, 1 
(3) убх) Го, 1] ЕЖЕ, 


тава ECO, EDERE, иаа аа 


数 在 某 一 点 zeE[0，1] 间断 ， 那 么 由 于 #02) 的 单调 性 以 及 当 
0<z<g 和 1 时 ，0 委 gz) 么 %( 蕊 和 1， 可 知 函数 在 ze 处 的 左 、 矶 
极限 中 (zo 一 0) 和 V(x。+0) 都 存在 ， 并 且 总 有 0 专业 (zx。 ~0) 和 
y(xo+ 0) 碾 1。 因 此 在 线段 0<y 志 1 上 的 子 开 区 间 (0(z, —0), 


%(zo)) 和 (%(zo)，y(ze+0)) 中 至 少 有 一 个 不 含 函数 内 z) 的 任 


何 值 、 但 是 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 ， 一 切 二 进位 有 理 数 是 函数 
(7z) 的 值 ,而 二 进位 有 理 数 在 线段 0<y<1 上 处 处 黎 密 。 于 是 函 
数 %(z) 没 有 任何 间断 点 ， 即 是 说 ， 函 数 在 [0，1]3 上 一 切 点 都 连 
| (4) (02) (3) 10:0, 11-ЕАЕ ЖЕЕ, 


Да | r= M+ WO 


是 严格 增 连续 函数 ， ңгєгө, 1]， 故 存在 严格 增 的 连续 反 函 


数 y =5(z)，E(7) 显 然 是 概率 空间 (2，.，P) 上 的 随机 变量 。 
(5) 集 &-!'(C) 是 -可 测 集 ， 并 且 有 正 的 测度 ， | 
сж, 0—с 是 由 可 列 个 构成 区 间 组 成 。 而 由 # 
的 定义 ， 在 每 一 构成 区 间 上 % = 常数 。 所 以 
HQ- e) (jp(z):z€ Q — e) 
是 可 列 集 ， 又 | 
5 #ё71(0-с)у@{т:&(хт)Є 0-с) 


= |+): уЄ0-е)}, 


由 于 4 在 每 一 构成 区 间 上 取 常 数 ， 所 以 


一 


... i 

б .. Í! 

• 35. | 
` +, 


T = (узру 


是 一 线性 变换 。 又 由 于 z 是 严格 单调 , 故 E-!1(0 - e) 是 由 互 不 相 
交 的 开 区 间 组 成 。 利 用 勒 贝 格 测 度 的 平移 不 变性 ， 可 知 每 一 区 


间 的 测度 是 变换 前 测度 的 ， 注意 到 
P(C) =0, P ($Q — ус, 
故 有 Р(&-1(0-Є)) = 1, 


也 以 P(E- 1(C)) = >. 


O 因为 CC) ав, BARJE MUREL 
RAMEE MCECC) RE], $ 16 定 理 5) ,注意 到 PCC) 
=0， 因 此 ， 作 为 0 的 测度 C 的 子 集 M 必 定 是 -可 测 集 ， 

(D 设 M 是 (6) 中 所 述 的 集 ， 取 9 为 M 的 示 性 函数 ， 即 
K zc M, 

0, z€ M, 
因为 M 是 -可 测 集 ， 所 以 9 是 -可 测 函 数 ， 但 是 
Š 9(8(z2)) =1м(&(ж)у=#{, SC) EM, 
| | | 0, &б)ЄМ,. 
=f!» z€ Ë (M) 

| 0, XELE-!(M)] | 
HT 1 (M)232L- A р, РОСЕН АЖ. В 
为 我 们 所 设 的 概率 空间 (8， 了 7， P) 中 的 .多 取 为 [0， 1] 上 的 勤 贝 
Жо, 所 以 9(6(z)) 不 可 能 是 概率 空间 (0， F, P) EREN 
ЖЕ, 

к СЛТ, ФИПЛЕЛИ ЖЕН (О, F, Р) БЕТ 
随机 变量 E(x) 和 一 个 -可 测 画 数 g(g 不 是 波 雷 尔 可 测 函 数 )， 并 
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g(z)=I,j(%) = 


=]; м0), 


НЕТ) СО, я, Р) БЮ. 


5—5 ”有 既 非 离散 型 ， 又 非 连续 
| 型 的 分 布 函数 的 例 了 


有 关 概 念 和 命题 


1 定理 REAP ECE AAEREN ЯШИК, 则 


(D F(X) 为 单调 不 减 ， 
(2) F(XY) 为 左 连 续 ， 
(3) F( ~ 00) 人 limF(z) =0, 


(二 oo)=limF(z) =1, 


而 且 上 述 定理 的 逆 命 题 亦 真 。 即 有 


2 车 实 值 函数 F(x)(xE R,) 满足 上 述 定 理 中 的 (1)— 


(3)， 则 存在 概率 空间 ERRIREN OARA NER. 
反例 O 
эп БИЛА Ер ГО, 215501, 又 设 
иН 0=<z<1, 
1, 1<z=<2, 


则 随机 变量 n= - 9(E) 既 不 是 离散 型 ， 又 不 是 连续 型 的. ` 


事实 上 ， 由 题 意 知 1 以 概率 1 在 [0，1] 上 取 值 , 故 当 y 志 0 时 ， 


Е,(у) = 0; > 18, Р,(0) =1; 0<У<18, 
Е,(0у) =Р(9(&) <у) = Р(Ё<у) = 0/2, ` 


| 0, у=0, 
所 以  F,G)=1u/2, 0<у<1, 
1, У>1, 
由 于 取 单 点 {1} 的 概率 


зра. Е 


i ул... .,._ы . Өз. —- аг: - =.= -—---- - a. 


Р(д=1) =Е,(1+0) -Е,(1) = 2-0, 


Ез (y) 


Л ЕЕ ЗЕМ Е. 同时 
它 也 不 是 离散 型 随机 变量 , 因为 
它 的 分 布 图 数 不 是 阶梯 函数 ( 见 
图 3 一 3)， 
“*) 例 2 奇异 型 分 布 函数 ) 
ТЕЕ (Cantor) 函数 
F(z)X(%#2CR,), ЕНШЕ 


义 如 下 ， 
0, т< 0, 
1, Z>1, 
1 1 
РЕ, z€ (> z)» 
| 1 1 2. ` 
| É. z€ (%° 2), 
| 3 7 8 
[3 e 8), ҮМ, 
F(z) = + 4° (э g) | 
1 f 1 2 | 
ЕЕЗ! 
É 7 8 
H € (57: 57)» 
5 19 20 
[з Elar 27), 
7 25 26 
8? z€ (27 57). 


йай, To, 119 = ЖЕТИМ, ЖРТ 
к(-, 6) Бе ХЕ) = 3 (о, +), ($, 上 各 分 成 三 | 
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个 等 长 的 子 区 间 ， 在 两 个 中 间 子 区 间 (-，-)( 靠 左 的 那个 ) 和 


(с, о) соя) EINEN 


1 
F(x) = 
(T) 7 
RI F(z) = =, "зе 


依照 这 手续 定义 下 去 一 般 地 在 第 k 秩 (我 们 把 上 述 过 程 中 长 为 
-二 的 中 间 区 间 称 为 第 A 秩 区 间 ) 的 那些 中 间 子 区 间 上 ， 从 左 往 


右 算 ， 在 第 4 秩 的 第 一 个 区 间 上 定义 F(z) =A, EBRR 


二 个 区 间 上 定义 F(x) = 在 第 & 秩 的 第 三 个 区 间 上 定义 


KOLESE TI 在 第 6 秩 的 最 后 一 个 区 间 上 定义 F(z) 


- 2 = . ЫШ, ШРС) АЛЕ OHIE АТ Е | 


| EMER, 通常 称 此 补 集 为 康 托 集 ， 记 为 C， 函数 F(z) 在 5 = = 
Ri - C 上 单调 ， 而 且 它 的 函数 值 所 成 之 集 在 [0，1] 上 处 处 稠密 


《因为 函数 F(x) 在 上 的 值 为 介 于 0 与 1 之 间 的 一 K. Е 


фо. 
Йй ЕЩ 数 在 C 上 按照 连续 性 的 要 求 补充 定义 ， 即 对 zE С, 
| | 
| F(z)=supF(01), | 
JEF(z)fER, ERKEN. 


BA, Fa) (zERi) 单 调 不 减 ,连续 ，F(- co)=0， 


R(+ oo) = 1， 故 它 是 一 分 布 函数 。 因 为 它 在 (- co，0)(l о), 


ә 29 .. 


上 各 为 常数 ， Ik ECZz) 在 那里 等 于 0 同 理 在 ( -3 ， 2) (6, 


2), (Т, £), җнр Рис ао, тд вор йб 
总 长 度 为 1( 见 [15]， 8 15(5b))， 故 FE/(z) 几 乎 处 处 等 于 0( 关 于 
勤 员 格 测 度 而 言 )。 

Frz) 不 可 能 是 离散 型 分 布 函 数 ,这 是 因为 FLz) 是 连续 函数 ， | 
Жр ва. ХШ Ес) EEEN A К, П Я / (т) 22 
O(zCR,) | | 


使 Ес) = | fdt, 


于 是 几乎 处 处 有 
f(z)= Е'(х) = 0, 


从 而 | f(x)dz = | F’(x)dz=0 


5 |” /‹ж)йс=1 
FA. Вга, 
进一步 的 讨论 


` 1 如 果 分 布 函数 F(z) 连 续 ， 而 且 它 的 导 函 数 Fa) 几乎 
处 处 为 0( 关 于 勤 中 格 测度 而 言 )， 则 称 此 分 布 函 数 为 奇异 型 的 。 


由 本 款 反例 2 可 知 ， 补 充 定义 后 的 康 托 函 数 F(x) 就 是 奇异 ЕС 


型 的 分 布 国 数 。 


能 是 连续 型 的 。 由 此 可 知 ， 没有 一 个 分 布丁 数 能 同时 属于 上 半 


三 种 类 型 之 二 ， 故 这 三 类 分 布 函 数 是 互相 排斥 的 ，。 
д 容易 看 出 ， жа), a, , a , j =. -3E f b ST. На, +a, 
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+a, =1, W F (2), F, (z), Е.(х) 5 EERW, 离散 型 , 奇 
| 天 型 的 分 布 函数 ， HJF(z)=a, F, Ə(z)+a,F, (zZ)+a,F,(z) 
( * Ж )1B 4—27 1р Pq Ж. 


事实 上 ， 由 Fi(z)(G= 1， ЖООГО ГЫ Г E 


知 F(z) 也 有 此 二 性 质 ， 又 
| jim F(x) =alim E(x) t+a,limF,(z) 
+aslimF, (z) = 0, 


lim F(x) = a Jim F (2) + az limF, (z) | 
É... + оо 


而 县 ， 反 而 的 结论 也 是 下 机 有 即 任 一 олиш оңа 
一 地 展 为 (*# ж ) 的 形式 ， 其 中 Pi(z)，Fs(z)，F,(z) 分 别 为 连 ， 
续 型 ， 离散 型 ， 奇异 型 分 布 函 数 ， ЇЗ В.а;220(і = 1, 2, 3), a 


+ 4: +6s=1。 证 明 可 参阅 C11])，9.11 或 [3] 中 译本 11.1. 
5—4 设 5 是 一 个 连续 型 随机 变量 ，9 是 某 个 连续 函 
Ë, n= g(&) 不 是 连续 型 的 随机 变量 的 例子 


| 当 随机 变量 只 能 取 有 限 个 值 Czi， Tos “ Xo) 或 可 列 多 个 


值 (21，z,，…) 时 , 称 6 为 离散 型 随机 变量 。 高 散 型 随机 变量 的 


分 布 函数 是 一 个 阶梯 函数 ， 7 
当 随机 变量 E 的 分 布 函 数 可 表示 为 


Е(х) -=| fdt, 


rh f( t ЗВ ЕН АЕА ШЖ, ЖШ ë 为 连续 型 随机 变 


КУЛЕ 


А у 
- ) 
Ti 


ж. | | 
\ 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 一 定 是 一 个 连续 函数 ， 
| 反例 С 
设 随 机 变量 E 在 [ -~ 1，1] 上 均匀 分 布 , 即 它 的 分 布 密度 函数 


WIKI 
| (1, тєЄр—1, 1], 
б) =q? Е 
0, 261-1, 1]. 
令 И 5, £= 0 
T = =1 
0, 5<0, 
则 ?的 分 布 函数 
ия 0, у<0, 
“pE <y) =Í 
р(&<у), Y>0, 
‚0, У=0, 


=41 (1+9), 0<у<1, 
оу, 
我 们 看 到 函数 F,(y) 不 是 阶梯 形 跳 路 ， 所 以 它 是 非 离散 型 


的 ， 辣 时 F,(y) 在 y = 0 处 有 一 个 间断 点 ， 不 连续 ， 故 不 可 能 玫 
为 非 负 函数 的 变动 上 限 的 积分 ， ЙЕ, (y) 又 全 于 连续 型 的 ， 


进一步 的 讨论 


上 例 表 明 ， 当 5 是 连续 型 随机 变量 时 ,为 了 保证 9(&) 同 样 也 
是 一 个 连续 型 随机 变量 ,还 需要 对 9 加 某 些 条 件 。 一 个 充分 的 条 
件 由 下 列 定理 给 出 ( 见 [2])，p70). 

定理 设 s 是 一 个 连续 型 随机 变量 带 有 密度 函数 /、 仿 函数 


‚ 422, 


у= g(z) 对 所 有 z 可 徽 ， 并 且 或 者 对 所 有 2z, 有 9'(z) 之 0; 或 者 对 


所 有 z， 有 9'(z)<0, 则 1=9(E) 同 样 也 是 一 个 连续 型 随机 变量 ， 


并 且 其 密度 函数 由 下 式 给 出 ， 
| d 
FEI! Cy) -gi (y). a<u<B, 
hly) =i | | du | | É | 
0, 其 余 


其 中 а = тіп{9( ~ со), g( + co)), 
В = тах{9( — со), 9( + co ) }, 


5—5 “不同 的 随机 变量 (向 量 )， 具 有 
相同 的 分 布 函数 的 例子 | 


有 关 概 念 
БИЛЛЕ 量 < 的 分 布 ВАЕ Ў Эу 
| Е(х) =р(о; Ẹ(@)<r), 
反例 


L 一 测度 ， 
| 1, 0<®<-- 
si(0) = -alo) = | 
| | ~ 1, > S0<1, 
则 &0)%8,(0), | 
但 是 它们 的 分 布 函数 却 相 同 ， 都 为 
Е 0, z< -— 1, 


F(x) = В -1<4<1,. 


1, 221, 


01 80 =[0，1]，F 是 [0o，1] 的 Borel 集 类 , p 是 通常 的 
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例 2 (二 维 情况 ) 不 局 的 二 维 随机 向 量 可 以 具有 相同 的 
(联合 ) 分 布 函数 。 设 0 是 正方 形 C0，1，0， L), PF 是 Q 的 Borel 集 
类， 了 是 通常 的 二 维 [ 一 测度 。 定 义 ， 

- 1，o 位 于 2 的 下 半 部 分 ， 
1，o 位 于 @Q 的 上 半 部 分 ， 

~ 1，o 位 于 8 的 左 半 部 分 ， 
1，o 位 于 2 的 右 半 部 分 。 

于 是 CU COP &,) (0, 1,)} 

= 和 的 左上 及 右 下 四 和 分 之 一 部 分 ， 


所 以 ро | (ё), Š.) (Ti, л} =, 


£ (@) =, (0) = I 


1 CO) =1}›\@) = I 


但 随机 向 量 (&,， 5:) 和 (1，72) 的 二 维 分 布 函数 都 是 

| 0，z，y 中 有 一 个 二 1， 另 一 个 任意 ， 
| г т, YC ~ (1, 1], | | l 
БЕ z，8 中 一 个 在 (- 1， 匡 , 另 一 个 在 (1:co) 。 
| 


ЫС (1, œ), 


3—6 ”连续 型 随机 变量 之 密度 
函数 未 必 是 连续 的 例子 
有 头 结论 


我 们 知道 ， кые шашай, желу 
型 的 随机 变量 。 但 其 逆 不 真 ， 我 们 有 如 下 的 
反例 设 随 机 变量 E 的 密度 函数 为 
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Lr, *⁄0<zxr<1, 


pir) “J222 41622, 
0 其 他 ， 


则 当 z 志 0 时 ，6 的 分 布 函 数 
F(x) = | рси)аи =o 

当 0< 之 z 之 1 时 о 
Е(2) = W. = | рси)аи + КОЛ 


z 2 
=0+| 2 udu = 2, 
о д | 5 


F(z) = | p(u)du = | р(и)ӣи + | pudu 
一 6 — pi 0 


+ [pdu 


1 х | | 
=0+| 4 2(u— 2)?ӣи = l+ 2 (z— 2), 
0 3 ] | Ə 


34r>2FR)J, Е(х) =1, 


此 时 密度 函数 与 分 布 函数 
| | [ 0, ИШ 当 z 委 0， 
= OKT], 
мх) = < 


| 1+2 2)5 , 34 1<zr=<2, 


Ui, | ш>, ~ 


的 图 象 如 图 3 一 6(1) 和 3 一 6(2)。 由 此 看 到 连续 型 随机 变量 的 


密度 函数 未 必 是 连续 的 ， 
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ea б гг 


. 
mr 


图 3 一 6(1) | 13—602) 


5—7 ”二 元 函数 (x,y) 对 每 个 变 元 非 降 ， 左 连续 ， 
HF(x,-œ)=0, F(-%,y)=0, F(+%, 
+co)=1， 但 仍 不 是 分 布 函数 的 例子 


кж 
1 定理 Fa, Jy) 为 随机 向 量 (&1，&,) 的 联合 分 布 函 
Ж, DM | x | 
(1) Fix, у) 55 г, УЧЕ; 
(2) F(x，y) 对 每 个 变量 左 连续 ， 
(3) F (z, —eo)=lim Р(х, y)=0, 

F( — оо, у) =lim F(x, у) ~0, 


Е( +оо, +оо) = йт F(x, у) =1, 
з— | со | 


(4) 对 任意 四 个 实数 a1 <b a,<b,, A 
PCa <ë, <b,, di LË, <D) 


° 46 ° 


=ЁЕ(ф,, Ь ») ~ Ftal, b ,)— F(b., a,y+F(a,, а,)>о. 
上 述 定 理 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 。 即 


2 若 二 元 实 值 函数 F(z， u) (z, УЄК,), 满足 上 述 定 理 | 


中 的 (1) 一 (4)， 则 必 存 在 随机 变量 21 和 &。( 在 某 个 特定 的 概率 


і Б), EF, 0) 02, é 的 联合 分 布 函 数 ， (证 明 参阅 О 


[5), 82.6) 


值得 注意 的 是 ， 在 二 维 随机 变量 时 与 一 一 维 随机 变量 时 不 一 


样 。 人 这 就 是 说 ,从 条 件 
“(1) 一 (3) 推 不 出 (4). 
反例 
例 1 设 
1, Эх+);>—1, 
Рз, U) =l. 3 + U=< — 1, 
ER, R(x，9) 满 足 (1) 一 (3)， 但 不 满足 (4).。 因为 
F, 1)-F(1, ~ 1)-Е(-1, 1)+F(-1, 21) 
=]—1-1+0=-1, | 
例 2 定义 二 元 函数 
0，ZX 志 0 或 Y+y 志 1 或 y 专 0， 
‚ 其他， 
则 F(z， WE вано), 然而 F(z, у) 不 是 分 布 函 


ж. 因为 
ға, D-F( 4)-F (1, D+ F(E, 1) 


F(x, у) = 


=1-1~1-0=-1<0. 


进一步 的 讨论 


在 本 款 反例 2 中 ， 对 F(z，y) 我 们 不 难 找到 无 限 多 组 不 满 一 
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一 人 a- -m - rmm: m . - 


下 (4) 的 氮 。 因 为 从 图 3 一 7 中 可 见 ， 若 点 (z，2) 位 于 第 一 象限 
中 直线 z+ y= 1 的 上 方 ， 则 F(x，y) =1, Ж], BF(z，2) =0, 
因此 我 们 上 只要 任 取 一 个 边 平行 于 坐标 轴 的 矩形 ， 其 左下 和 角 的 顶 
上 在 直线 下 方 ， 其 余 三 个 项 点 都 位 于 第 一 象限 中 的 直线 上 上 方 ， 
则 都 可 以 使 (4) 不 满足 。 


ЁШ 3—-7 


5 一 8 边际 分 布 是 正 态 分 布 ， 但 联合 


分 布 不 是 多 元 正 态 分 布 的 例子 
”有 关 概 念 
函数 
| f(x,Y) = or saa == 620 
— асл о 


(Kia, b, оү, Cas 为 常数 ， 0,20, 19220,18 <1)8k2u 
元 正 态 分 布 密度 函数 。 
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(1) 二 元 正 态 分 布 (") 的 边际 分 布 仍 为 正 态 分 布 . 
(2) 服从 二 元 正 态 分 布 (*) 的 随机 变量 51,6: 独 立 的 充 权 条 
件 是 + = 0。 这 表明 ， 对 于 二 元 正 态 分 布 ， 独 立 性 和 不 相关 性 是 


等 价 的 ， | 
反例 | 
Hi $ 
p(x) = >= (z€ R,), 
| cosz, |х < л, 
g(x) =i < 


0, | = 1, 
fz, Y) =P) PY) +e ggY) 
| (хЄК,, УЄК,), 
则 不 难 验 证 ， 


(1) 1(x，y) 是 二 元 密度 函数 。 即 | 
| l 73", l e cosrcosu (7 <7) | 
9 . | 3 | 9 
РАА -| EO |у|<л 
i , | | 
эте Е). 


Е f(z, u)>0. (ER, YER,), 
Í | f(z, yydrdy 


* 


x+ у г 
| J = y 7 e-*' cosrcosudrdt 


=1+ эсе т! [| сова dx» | cosy dy | 


1, 
a f. 


(2) f(z，y) 的 边际 分 布 都 是 正 态 分 布 ， 
fa (2) TEC y)dy | 


wti+ у? 


= | le 2 dy + | ИЕ cosTrcosudu 
-æ 2x x 2x | 


(3) Ё, #,A hyr, KERA 
f(x, VS f rfe (У). 


йл 700,0) s-i the, 


0 = .-. : 
但 f... (0): fi ) JE VET 


(4) 相关 系数 = 0. 因为 ， 
ЕЁ, =0, EZ, =0, ОЁ, =D; =1, 
所 以 соу(ё\, E) = 五 (51， Е,) 


-| | ху](х, у)ахау 


yi уз 


=ù Í zl ç ®© ала 
BESZ tay 


— -.- 


k. 


‚| | = e-"' zucosrcosudxrdu 


(| 


e 5{) ° 


+ = e77’ (| Тсозт dz) | cost ау) 


= 0, 


cov(Ë,, Š) _ 
Хен 6210) 
Ё КЕЕ, VDE, `D, 


(5) f(x，y) 不 是 二 元 正 态 密度 函数 ， 因 为 如 果 /(x,y) 是 
二 元 正 态 密度 函数 ， 则 由 7;,:, = 0 要 推出 61，6; 独立 ， 但 此 处 


6&1，€: 不 独立 ， 所 以 (E1，5,) 的 分 布 密度 函数 f(z，y) 不 可 能 
是 二 元 正 态 密度 函数 . | 
2 设 随机 变量 (61， A 


KERI = 24 1 ехр -— (z° — 2рху + у?) | 
+— a - srs (x? + 2ory + у?) |}, 
2zm(1— p°)” 


则 不 难 验证 它 的 两 个 边际 密度 函数 都 是 正 态 密度 函数 ，5; 和 5。 


的 相关 系数 为 0。 事实 上 ， 
£ —Í:, (z) 


-1 = ar pia pa kia 
2 27л4/ 1 — р? _ | у 
1 1 М утс ту (КР ®)++ 101—2) 
+ е 
роу 
l 1 ol 1 _(у+о ot 
十 一 一 -人 一 — ry (1— рї 
2 „Эл. -e 2n oE 5‹1 оз) dy 
1 1 —— 1 1 -= 1-55 
T P a +-у- = E = -—e 
类 似 可 得 


° 5] . 


id А ы 
ТРИЕ =. iu 


| РОГ 1 бхз-орзуфузу 
而 Est. =| | zl |> — 2(1 一 P3) 


21 = p: 


1 
—— ... (x1+ 50 z U+ gt) 
(1 -pt 
е | K 


+d 
21 1— р? 


1 > у 
кы 
在 上 式 右边 的 第 一 个 积分 中 令 
Í = U, 


2 = (х ру), 


_ 1 

V 1—р? 

在 上 式 右边 的 第 二 个 积分 中 令 
0 =, 


1 | 
u = —(z + ру) 
, 1 — р? 92» 


zs {З 


则 有 вал, = | | (үгрї+рї уе # * 


dz 1 – р? 
64/1 ~ p*:dzdt 
+ засу | | (1 — р?и — pu) пе TOT 
ATV 1 — р? -0J -% | 
° 1— p° dudy 
SPS pe Taf e ta a I Th 
= o і і м 1-6 5 
АЛ |. с а | dz + 1л | г< dt 


Сх _ кї 5 | : ев руу 
l _ =- - | е а) хуе -3 6 d 


: 1 
> > -t Hey) 
2 pi 
ay| хуе 70. ат 
-– оо 


> Мау ду ы. 


f <“ 


coV( 上 1， ё,) =Е&165— Eš ES, =0, ` 
_ _COV(&1,82) _ 
V Dë, vV PË, 
HE 与 5 不 独立 ， 所 以 /zx，2) 不 可 能 是 二 元 正 态 密度 。 


5—9 随机 变量 5“，?7 相 互 独立 ， 而 且 同 分 布 ， 
但 不 一 定 有 5= Na, 5) 成 立 的 例子 


有 关 概 念 
(a,s 概 念 ， 又 称 “ 几 乎 处 处 ”概念 ) 


设 p(w) 是 与 自 变 数 w 有 关 的 命题 ， 如 果 使 这 个 命题 不 成 立 


的 局 % 的 全 体 只 是 一 个 零 测 度 集 ， 我 们 就 称 这 个 命题 D “几乎 处 
处 ”成 立 ， 也 称 a， SAL, ` 
MEREEN МЕНЕНЕ ЕН ӘЛИ, WA 


它们 取 的 值 应 该 一 样 , 而 且 它们 取 同 一 个 值 的 概率 也 是 一 样 的 ， 
因而 似乎 当然 有 E = 1 了 。 其 实 此 时 不 仅 推 不 出 它们 相等 ， 甚 到 


连 它们 几乎 处 处 相等 都 做 不 到 。 
反例 
BREMER ПШ, MRE 台 们 的 概率 分 布 都 是 


G 1) 
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ЖЕГЕ БЕЗИ ДЕШ ЗУ. [УЛ , Рот ЙЕ НАШЕ ЖБ R — РЕНО, 
都 可 能 取 - 1811848, WE EH F — MERRE E 
的。 但 是 由 于 E、1 是 随机 变量 ， 所 以 E 取 - 1 时 ,不 一 定 取 - 1， 
而 可 能 取 1; 或 者 当 E 取 I 时 ,9 可 能 取 - 1， 当然 也 可 能 E 和 7 同时 
取 一 1 或 同时 取 1。 这 正 是 随机 变量 与 普通 变量 的 本 质 区 别 。 根 
据 5 和 4 的 独立 性 假设 ， 我 们 不 难得 (E， 作 的 联合 分 布 ， 


ть x ii ЮЕ," і. 


—— °| з 


-i 1 4 
1 1 
1 T = 
由 此 可 得 
P(EsT) =р(&=-—11=1)+р(&=1, ñ= ~1). 
-ttal 
4 4 2 


因此 得 不 到 és 一 па, S), 


3 一 10 2, 1 同 分 布 但 不 独立 时 ，E= - n 
不 一 定 是 对 称 随机 变量 的 例子 


有 关 概 念 
1 Жут 一 个 随机 变量 称 为 对 称 的 ， 如 果 
р(Ё<х) = р( ~ EY) | 
2 Жн FE, nÆ EIA, 相同 分 布 的 随机 变量 ， 则 
E=56 一 1 是 一 个 对 称 的 随机 恋 量 ， 
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但 是 ， 当 定理 中 上 5、?4 同 分 布 的 条 件 保 留 而 相互 独立 的 条 件 
ФВ, = 9 不 一 定 是 一 个 对 称 的 随机 变量 。 我 们 有 如 下 的 

反例 

例 1 设 (E，?9) 的 联合 概率 分 布 为 


ё | . 
И 1 2 3 | р(її=]) | 
| 1 2 1 4 
12 12 12 2 
1 1 
бый 0 2. 
2 12 12 1 
2 4 
З 19 0 12 12 
| 4 2 6 
= I - — 1 
р(5=0) 12 12 12 


(1, j= 1, 2, 3) 
显然 ，E、1 是 同 分 布 的 。 但 也 于 


2 
Р(&=1, л=1)=-#р(&= р(1=1) = (F) 


BE, тяни. 


-2 -1 | 2 


G ) 


_ чы 


12 12 12 12 
Йй — 6 =1— 5 的 概率 分 布 为 
-2 -1 0 1 2 


55 лучу лу 2. 

12 12 12 12 15) x | | 

由 于 e 和 一“ 没有 相同 的 分 布 ， 故 5 = E n 不 是 对 称 的 随机 谈 量 . 
但 也 可 以 找 出 这 样 的 例子 ，&、1 同 分 布 但 不 独 立 ， 然 而 
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C=- ТЕХН, їн F fJ. 
#2 в 
(1+4) ~ 2а(2+0у- 2х0), 
(Es 1) ~р(2, -| = 1%0<хж<1, 0<у<11, 
O ， 其 他 。 
其 中 ,oj <1, | 
1, 0<z<—1, 
则 Е-ро ' кын. 
1, 0б<у<1, 
0， 其 他 ， 
所 以 5、? 同 分 布 但 不 独立 。 
E&E =E= N, 则 


闻 理 1— p. (u) = 


| (1+0) +(1+а)2- 2а2— ц 1<2<0, 


E= ps (2) = + | 
| ан) азоне HOLLI, 


0 | 3 其 他 。 
显然 6 是 对 称 的 。 | 


3—11 吉 、7 服 从 正 态 分 布 ， 但 E、7 不 
独立 ， 则 上 +7 不 一 定 服从 正 访 
分 布 的 例子 


有 关 概 念 - 


EMIRE, пазна 态 分 布 ， 则 E+ 1 亦 服从 正 
态 分 布 ， 

但 当 独 立 性 条 件 去 掉 时 ， 上 述 结论 不 一 定 成 立 ， 

es 56 œ 


反例 
设 } 和 9 是 密度 函数 ，F 和 和 G 是 其 对 应 的 分 布 函 数 。 设 


h(z, Y) =J)(z)g(u)Ll+a(2F(z)-1)(2F(0)-1)), 


其 中 ja| <1. 


则 可 验证 h(x?，y) 是 二 维 密度 函数 ， 且 f(z)、g(y) 分 别 是 


特别 取 / 和 9 为 N(0，1)， 即 


№) =g(z) =e, -co<z<co。 (1 
л 


НЕ (Š, m)—h(z, y) 
Jn)g DL1 EOF- DOF- D1 | 
ДЕ ЈЕ БТ (除非 c = 0， 此 时 £、7 就 独立 了 )。 
事实 上 ， 若 设 E=E£+7,， B| 
| EE =0, рб) = рё + Dy + 2cov (E, n), 


易 证 coo (ë, т) ==, 
所 以 . | De=2| i+]: 


FERRER- 和 +7 不 服从 正 态 分 布 。 
采用 反 证 法 ， 
” 设 6 服 从 正 态 分 布 ， 则 E 的 矩 母系 数 为 - 
M.(1) = à Gt) 
又 由 (1)， RIACE NRY 
O Mleta |7 | езөгәр(ш)—11 
[2F(y) — 11/(z)g(u)dzdu ` 
=er+ol| ER п/а ‚ 


9. 


其 中 | е#Г2Е(х) — 11/()йт 


= — ?| ets[1— F(z)]J(z)dz+e 3 


= es — ?| | 1 erp — Ieg? +U? _ 22) (амаз 
x 2 2 | 


t 1 
2 


„сава 

其 中 z1 是 N(0，1) 变 量 ， 

所 以 MiG) =e" sale? ае а>] 
=e'' Е +a(2-pf2 >p) |: 


若 要 使 M(H = М, (t), уа <k. RA 


| ¿n -е“[1+а(1-2р{а,>-у—}) J 
yiWlla|<1. Бо Е 
但 当 a>0 时 ， 上 式 右边 括号 内 的 表 达 式 是 有 界 的 ， 其 上 前 为 4 


1ta, Rie 是 无 界 的 。 所 以 上 面 等 式 对 Vi 和 |a| <1 不 可 
能 成 立 。 
即 6=&+ 1 不 服从 正 态 分 布 ， 


”3 一 12 ”两 个 不 同 的 联合 分 布 (函数 )， 它 
们 可 以 有 相同 的 边际 分 布 的 例子 


ARAS 
B — EBE ВТ С2,, 2, BJ EK r yfi PS A F(z, у), Ж 
в 58 ° | 


F,(z)=F(z2, со) 为 随机 变量 E 的 边际 分 布 ЯК, F.(y) = 
F(ceo，2) 为 随机 变量 ?的 边际 分 布 吨 数 。 
| (1) ИИН, Ea) Вай, Tos 
з ©, Җ{[Нуї, Ys s 则 
р(х, Yj) =Dp(Ši = Ts Š; =U;) 
С, j=l, 2, +) 
RAGE o EDDA. IERE 与 E 的 边际 分 布 列 为 


一 > р(х, у) =р(ё&\=гх) (ї=1, 2, +), | 


р; = У PlU Tis у) =р(8&› = /;) (j = 1, 2, ~), 


(2) 对 二 维 连续 型 随机 向 量 ， 设 其 联合 密度 函数 为 fz, 


У), MWE ME HARRERA AA 
+. (z) -| Je, ydy 
和 | ао = fr, ds. 


“我 们 知道 ， 由 联合 分 布 能 够 确定 边际 分 布 ， 但 联合 分 布 不 
能 由 边际 分 布 唯一 确定 。 最 典型 的 例子 当然 应 该 是 二 元 正 态 分 
布 。 对 于 任何 满足 条 件 jr| <1 的 相关 系数 r 且 各 变 元 均值 ,方差 


相同 ， 则 它们 的 边际 分 布 总 是 一 样 的 〈 由 读者 自行 验证 ) ,下面 。 
秽 们 再 来 看 两 个 随机 变量 6 MEN GA PAS, ве 全 


的 联合 分 布 却 完 全 不 同 的 例子 。 

反例 

例 1 设 袋 中 装 有 2 只 白 球 和 3 只 黑 球 ， 现 用 两 种 方法 摸 球 ， 
(1) 有 放 回 地 摸 球 ，(2) 元 放 回 地 摸 球 ， 

定义 下 列 随 机 变量 ， 


| ° 59. | 


E, -人 第 一 次 摸 出 白 球 ， 

0， 第 一 次 摸 出 黑 球 。 

-人 第 二 次 换 出 白 球 ， 

| 第 二 次 摸 出 黑 球 ， 

在 第 (1) 种 情况 下 ， 采 用 有 放 回 的 措 球 ， 则 (&1，&2) 的 联 
РАКЕ т О a. 


HA | 0 1 P(E2 = 03) 

| ` . 

0 3.3 2,9 З 

5 5 5 5 5 

| 3.2 2,2 2 
5 D 5 5 5 

= З. 2 
(4 —) 


第 (2) 种 情况 采用 不 放 回 摸 球 ， 则 (5&1，5;) 的 联合 概率 分 
布 和 边际 分 布 由 ( 表 二 ) 给 出 。 


2/5; | O ` 1 p(&; = U;) 


这 个 例子 表明 ， 两 种 情况 下 上 MER ӨЛ О 分 布 是 相同 
e 60 ° | 


的 ， 但 它 们 的 联合 分 布 却 不 同 。 
例 2 设 两 个 二 元 分 布 函数 为 ECzy у)ЖС‹(т, у), 分 别 有 
密度 函数 为 


| тку, #r0=<=r<1, 0б<у<1, | 
f(x, и) =} 


0 s Eii. 
| > tz) +0), BOSES] 0<0<1 | 
g(x, y) и 


| 0, Ж. 
”容易 看 出 ， 方 程 


5а) (2+0) =r+y | | 
只 有 根 为 z= 二 ,4 = 村， 因而 在 正方 形 0<z<l，0<y<1 中 ， 


只 是 沿 两 直线 z= 二 及 y= 一 上 ， же, 0) = 902, у), ИЙ, 


F(z, у) 与 Glir, у) 不 恒 等 。 然 而 ， 两 个 (边际) 分 布 函数 
便 等 ， 这 是 因为 它们 的 两 个 密度 函数 相等 的 缘故 、 
事实 上 ， 


| Fe, pdy = | (=+ ydy 
" ыу 1а) (1 +и)ау 

-| g(z, y)dy (0<z 委 1)， 

j fr, ўйт= ("сеза 1 +y 
Е; (6+) (6+0) = | ос, у)ах (о<у<1), 


+ ERCE Æ 文献 [63P160EX19 也 说 明 对 于 


一 个 给 定 的 边际 分 布 密度 ， 可 以 有 无 穷 多 
DRADER SZAN. DIEA M 例子 是 法 国 的 也 于 Gu 


. j. тб тоова 


° ë .. | i Е 


3—13 随机 变量 5 ,， &,, ss 两 网 
独立 ， 但 不 相互 独立 的 例子 


有 关 概 念 和 命题 


1 定义 设 51，5,，…，565 为 个 随机 变量 ， 车 对 任意 的 
实数 Z1， Tas `, Ж, ЖН | 
O PELE, ё,<х,, +, ë, <z,) | 
= P(E, <х;)р(&,<х,):-р(&,<х,), ( *) 
则 条 51、E，，…，é6&, 是 相互 独立 的 ， 
2 3 BU yfi PROF; (z), 它们 的 联合 分 布 函 数 为 F(X,， 
Los Xs)， 则 ( 米 ) 等 价 于 对 一 切 X1，…，ZX; 有 
F(2 i, х,, +, Ea) =F (1) PT), D 
3 ”对 离散 型 随机 变量 ,( * ) 等 价 于 对 任何 一 组 可 能 取 的 值 
(ху, Tz, +, T) 有 | 
D(Š r =х|, ё,=тх,, ++, En = Tp) 
=p(Š =х,)р(ё, =х,)+р(ё&„=х„), (ж—2) 
“4 对 连续 型 随机 变量 ，(# ) 的 等 价 形 式 是 对 一 切 ri ,zs， 
.... r, 
f(x1, Z, 9 х.) = (z (xa) f(x,) 《 米 一 3) 
儿 乎 处 处 成 立 ( 关 于 R, 中 的 勒 中 格 测度 )， 其 中 ji(2i) 是 5; 的 密 
度 函 数 ， 而 f(z1，z,，…，x,》 是 联合 分 布 密度 函数 车 JW 


诸 f; 都 是 连续 画 数 ， 则 (六 成立 的 充 要 条 件 是 (六 一 3 处 处 


成立 。 这 是 因为 二 个 连续 函数 如 果 几 乎 处 处 相等 ， 则 必 恒 等 。 
首先 我 们 注意 到 有 如 下 的 
定理 ”车 随 机 变量 整体 独立 ， 则 随机 变量 的 一 部 分 也 相互 


° 62 œ 


ШЕЕ, Z +6, EMERY, 则 对 任意 K 〈K 是 正 整 数 且 


 2<k=<n) 个 随机 变量 5i1，614，*……，6it 它 们 也 相互 独立 。 
证 明 DRR, WE =1，i, =2，…， i, = К, 并 记 
(21,7, ED 的 联合 分 布 函数 为 
Fis ttes Бре Zos y 26), 
则 由 sl1，52，…， 扣 的 相互 独 卫 性 ， 可 得 
Е.С. Tzs tty Ta) 


= lim F(7;, Z;s ©, Lpy Th+19 "o Xp) 


| RL 
= Піт Р, (2 í)F,, (La) “Fe Ge )F, £ p, (Teri) F, (z,) 
"ажа? © О 


=F; (21) Fg (ж,), ЕФ, 
但 定理 的 道 不 真 ， 我 们 有 如 下 的 


反例 | | 
例 !( 连 续 型 随机 变量 的 例子 ) 8061, o ED 的 联合 分 
布 密度 为 | | 
f 25 — ѕіпхѕіпуѕіпг), *140<zr=<2m, 
Кх, у, 9-3 0<у<2л, 
| | 0<2<2л, i 
| \ 0, | | 其 他 。 | Е 
则 当 0<r<2z, 0<у<2 m £ 81 和 1 和 的 联合 分 布 密度 函数 为 


~ ѕіпхѕіпуѕіп2)а2 


J 
0 


far, (т, у) = | 也 


k: 


. 63 . 


a 


> r 
. . 
| . 
一 一 -一 -一 一 一 一 -一 一 一 


` — s 


r 
ыы 一 ma ini im š 
man 人 


| 1 

故 有 f:, : (m, ‚ут 
0 Kii. 

мозоли, E AR р 


Ј., (2) -| Ў. s(x, y)dy 


` 0=<z= 21, IESI =< LT 


мего, 2л], f. (z) = 0, 


所 以 
1 
—— TELO, 27, 
Да, (х) = 2л | 
. 0 9 TELO, 2л |, 
Т ү С р 
1 
——-, YELO, 27], 
f:, (У) = eT 


0 , UE[0, 2л], 
由 此 可 见 ， 对 任何 XE RI，yER,， 都 有 
fe., £:, (XT, У) =f, (7) fe, (u). 
注意 到 51，2E，&; 三 者 在 其 联合 密度 函数 中 所 处 的 地 位 相 
同 ， 所 以 应 该 有 | 
}; (ж, 2) = fo Gif (2) (VzCR,,z€ R), 
fe Us 2)= f; (g) +f: (2) (VYERI, ZER). 
所 以 &1，5，，5s 两 两 独立 . | 
IB24rzC[0, 2л], уЄ[0, 2л], ZECO, 2л] 


° 64 ° 


1 
3 


Дааа, (Zs Y» 


Sir fe, (2) • Íe, 00, 


21, Š, Ба AHEM. 


例 2 (离散 型 随机 变量 的 例子 设 (51，&,，&s) 的 联合 概 


“ 率 分 布 由 下 式 给 出 。 
 p(Ë i = 0,6, = Y, = 


3, ge, у, pef% ® 0, 0 1, D), 
16 (1, 0, 1), (1, 1, 0) 


ИЕ (0, 0, 1), (Os 1, 0) 
16° #05 Ys 2) E10, 0, 0), (1, 1, Df 
由 此 可 得 
р{ёу=х, Š, =u) 
2, P(E1=7, Š, = у, És = 2) 


Ё ~ Ü, 1 


T № (х, у) Є{00,0), (0,1), (1,0), GD} 
类 似 地 求 得 
P(E = х, Šs = 2) = 


е 


34 (т, 0) Є{00,0), (0,1), (1, 0), (1, D) 
(Ё = z, s = 2) = 


i 


400,2) E{(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)), 


又 有 PG =2)= X pG =m, &,=)= су щтЄ {0,1}, 


• 65 » и 


= = ra - .. = 一 


… — 


МА (хт, Y, 2)= (0, 0, 0 ) 时 


p(&, =u) =-- м E {0, 1}, 
1 


р(ёз = 2) “су №2640, 1}. 


p(Š, = 0, Ë, = 0, Es = 0) = Š 


plé = 0)*p(Ë, = 0) «р(&з = 0) 
[1 l 1 1 
2 2 2 8 


但 对 任何 x € (0, 1}, yE{0, 1}, 2€1{0, 1}， 都 有 
p(&,=z, Ё, = у) = p81=7)p(E, = 0), 
pl =r, ë, = 2) = р(Ё, = z)*pD(ë, = 2), 
| Р($; =Y, 53 = 2) = рё, = Ш4)*р(0&; = 2). 
上 上述 表 朋 5&1，5&，，5s 两 两 独立 ， 但 &1，5，，&;: 不 相互 独立 。 


3 一 14 Ё. 9 不 独立 ， 但 上 和 7: 独立 的 例子 


有 关 命 是 
定理 ” 设 E5 和 % 是 独立 的 随机 变量 ， 并 且 / 和 9 是 Borel 函数 ， 


MIENIE EAEE. 
但 在 /5) 和 9(07) 相 互 独立 的 条 件 下 ， 未 必 能 推出 上 5 和 1 之 间 
的 独立 性 。 | 
反例 
例 |1 
Ë, 请 参看 例 2 一 3 的 “进一步 的 讨论 ”. 


设 5 和 ?的 联合 分 布 密度 函数 为 


. 66 ° 


1+2U рр, |у, 
HEF y)= 4 | 

O ， 其 他 。 
因为 和 ?的 边际 分 布 密度 分 别 为 


Һа) 1EY у= 1 c|z| <1) 
-1 4 2 


和 Һа?) = (|у|< 1). 


щ|д|<1, [y < 
f(x, SE} (7) fy), 
所 以 E 和 1 不 独立 ， 


然而 厂 和 路 却 是 相互 独立 的 。 下 面 就 米 证 明 这 一 点 ， 先 求 Е 


5 的 分 布 函数 ， 当 0<z< 和 ] 时 | 
Е., (z) = p¿ Ë ° <= | асу f(tydt 


-| zdis Z z, 
ELKOR, F; (1) = 0, z221BF, F. (2) =1, ELE: 


0, yY<0, 
sasao 0< у<1, 

l, у>], | 
ВСЕ, НОВЕ А ВЛЕЕ (х, y), ШЇ 
Е*(х, у) = р(5°< х, n° < у). 


í 1 r>1, u>1, 
Wasa r>1, 0<у<1, 
р($®*<тхт)=/ X =: 0<\х<1, у>1, 
= 1 f 1+st —— | 
| || — sdi = у/ту 0<z<!1, 0<0<1, 
| (аасу) 
` O хс0нйу<с0, 


* 67 ° 


不 难 验 证 
ЕЁ“ (т, у) = Е., (x) F p(y). 
对 有 所 有 x7，y 都 成 立 ， 所 以 & Mn 相互 独立 ， 
例 2 iz 
р\ё= — 1, m= —1)=p(Ë= —1, т=1) 


| р б 
= p(¿ = 1, ?1 = ~ 1) = Т А 


р(Ё= 1, = 1) = =. 


则 显然 5 号 1 不 独立 ， 但 
= l, n” = 1, 
5° 与 相互 独立 ， 


进一步 的 讨论 | Ес 
к И БАЕ ТАЕ ТИ 
ЖШ атаа ЧЕЖЕ А ЖИНЕЛ ЗИЛГЕН: Ый 
ШЕ НИЗ ан). 
现 举 反 例如 下 ， 
W (С, т 的 联合 分 布 密度 为 。 - 
касы x 
Кт, у) = — зи | < 1, у|<1, 
“0 ， 其 他 ， 


则 上 与 9 不 独立 ， 已 于 上 例 阐述 ， 然 而 此 处 5 与 全 却 是 独立 的 ш 
实 上 ，# 之 分 布 函数 为 


F,(z)= р(Ё< х) = | 241 


° 68 ° 


(l+), ш |z | 18, 


0, мт ~ 18, 
| 1, r=], ` 
1? Z ZY 1н pR ЖС) _ 
0, 2у<0, 
Fa (у) = у, 40<0<1, 
(|, 3421. 


(5, т) ЮВЕ РЕ 29 
Е, (m, у) = р(Ё< =, N LY) 


E< = 1(1+), ЕЕГ | 
роту) =, | зг», 0<у< 1, 
= 4 0, | | 当 zx 达 一 1 或 J 三 0 时 ， | 
1, эм у> 1, > 1], 
| С a- (re), 当 |z| <1, 0<у<1 
ҮР н. 


Н ЖЯ Р, (z, у) = Е, (х)Е,, (у), 
对 有 所有 的 x、y 都 成 立 . HERBA Sn 独立 ， 但 # 与 1 不 独 
立 的 反例 ， 


3—15 相同 的 随机 向 量 构造 的 不 同 的 Borel . 
可 测 函 数 (不 恒 等 于 常数 ) 之 间 也 可 能 
是 独立 的 例子 


反例 
5, NI Mar 随机 变 量 且 具有 相同 的 指数 分 布 密度 函数 а 


• 69 ` u | 


- 一 一 -= 一 -rm -一 一 .. _ .. ае +. Í. 


= — 一- -一 - æ- 


а) = | 720 
| 0, х<0, 
对 随机 问 量 (5, т 构造 下 列 函 数 ， 
q=a(2, N)=E+N 
B= В(5, т) 2/1, 
下 证 4 与 8 相互 独立 ， 


Хачви Р, s(n，v)， 由 于 和 "的 联合 


分 布 密 度 函 数 为 

ет‘, 220, YO, 

0 ， 其 他 

因此 Е, (u, о) =р(а<и, B<u) 
=р(ё&+1<и, £/Tm<u) 


Í; "02, U) =; 


= || Íe. » ( X, у)ахау = || e-tztr) ахау, 


f и X + # — N 
x < к^ ууу 

1 | x > 0 
v>0 y>0 


Huzo, о>0 ý 


雅 可 比 行列 式 
. 70 。 


д(х, у) 1+2° (1+0)* Шы. | 
= (u, 77у = Е н 1 (1+0)? $ 


1+0° (1+0) 
Pr Цо УВА: ВЕ р СУ 
Ja. (и, 0) =}, (Us о), иби, 0))|Ј| 
CET u 


— р r+ — с — | 


-y (0220, 0720), 


+ 
再 求 ja wsh fa. (u, о)ао 


=u sue- (~ ), =ue-* (u0), 


fi) -| f. (Ч, о)аи 


1 т са 
= 1. | не аи 
= l | ше-* | + e-du | 
(1+ o) 0 0 
soir 970), 


得 faa, о) = ў, (и) фаб). (对 一 切 u, RR 


立 ， 所 以 与 8 相互 独立 。 


о 7] . 


_ ' аш. uea — a. сад __ - .. м. о... ы- 
=". 


3—16 АА ЛЫШЫ 5=(5,,5›,°,›5т)Жйт= 
(i ，7 ,74 ) 之 间 的 独立 性 推 不 
HERSEE, Eén An 
量 7, ,7:，,…，,7r Z EBY $h sz TEGI AF 


定义 ”两 个 随机 向 量 5= 061, Eo us ED 与 = (т, 
Nes се, Na) 称 为 独立 的 ， 如 果 
F(Z |, Los +, Lmg Yis Sos "9 Ya) 
=F, (7), Zos +е, Tm) Po (Wig Yas ts Ya) 
对 所 有 (Zi, Lag се, ар Yis Rr 这 
BAJE, Fi, Foal E (Eis Ers v ms Ais ts 1), (Eis 
Eos tto 5) 和 Chis Nes s N) 的 联合 分 布 函数 。 
Ш, AEREN, MERT E tB E h r 的 。 
ЇН ДЕ, АВЕ BL ERN Н ч. РЕЯ ЕЛЭ ЖЫ ИПИ 
基 之 间 的 独立 性 。 
反例 
设 随 机 向 量 5= (61, 5,) 具 有 联合 密度 丽 煌 


| Р ) = (үк — у 1, |z! = 1, yli, 
21,2, ATY) = 


| 0, 其 他 ， 
随机 向 量 11 = (111，1I,》 具 有 联合 密度 通 数 
| Е 1 Е 
Iron (WTI? 
l. l (u? ° 
[ tI py 2puo + o ) | 


(~ со<и<оо, — co 0О< + оо), 


тәр а 


其 中 | 站 <1 是 一 给 定常 数 。 
(51, Eas 11» 15) 的 联合 密度 函数 由 下 式 给 出 ， 
h(x, U, u, о) 


_ 1 
8X 1—р? 


е Ени (и? - 2puv +0?) | 


(|z]<1, [yl <l, ~ оо<и, о<оо) 


则 显然 (61, Š.) 和 СТ, n) 是 独立 的 ， (H£ gS, B 或 者 9 与 


13: 不 是 独立 的 。 事 实 上 ，5: 的 密度 疼 数 
f: (х) = | Hr zya? ~y)dy 


= llyr УУ T 
= 119+ 2 Å | 
= (|т|<1), 
f:, (2) = 0 | (|z]>1), 
5 的 密度 函数 | 
1 . 
(| [1+ zu(z* ~ у?) Јах = (lu]|<D, 
Ў. р 
0, 


О (18121). 
ЖМ, 412|<1, [01<1, Hiz] ynf, | 
Дк шк. (=, у) f:, (z)°f;, (u), 
所 以 E; 和 5: 不 相互 独立 。 
类 似 地 可 证 11 和 7, 不 相互 独立 ， 因为 91 和 17: 的 密度 函数 分 
别 为 


i  (-оо<и<+оо), 
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1 = | 
= e (~ oo <U < + оо), 
gr, (0) м эл 


4 p=< ОВ 
9, ， (и, uU)šeg,, (и) •9,, (0), 


5—17 éin ,独立 ，s 和 7”: 独立， 但 6 和 
随机 向 量 (7:，7: ) 不 独立 的 例子 


A RAR 


13—15, 
反例 


设 随 机 变量 7;,，1; 相 互 独立 ， BW URR ЖЕ +1#l 
- l. &#Ë=meno WR B, Ейт. 2: Ву зг, ESM 


ЛЖ Chis n2) 不 独立 。 
“ 先 证 8 和 11，5 与 9, 均 独 立 。 由 假 没 知 
1 ~=] 1 -1 
ШЫ? 1/2 ) nal j 1/2 ) 
Hn fln. AEA. e a 
Р(ё= 1) =Р{ = 1,1 = 1}U {m= -1,1 = ~ 1)) 
=P(Ti =1,f| = 1) +Р(т = ~ 1,9, = ~ 1) 
= Pn = DPn: = 1) + Р(т = 一 1P = ~ 1) 
=1/2:1/2+1/2:1/2=1/2, | | 
P(¿=—1)=P((mi = 1,17 = -1)U (m = — 1,9 = 1р 
= 1/2+1/2 + 1/2:1/2 = 1/2, 
P(¿= 1, 71= 1) 
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= P([ (m: = 1,7. = 1) О (у= - 1,7 = 190] 
N (N, = 1)) | 
= P(N = 1,9, = 1) = P(n, = 1)*P(T, = 1) 
= 1/4 = Р( = 1)Р(Ё= 1), | 
Р(ё= — 1, = 1) 


=P([(mi = 1,1 =— D U(0i= -1,n. =1)] ° - 


NN, = 1)) 
=P= 1,1. = — 1) 
=P = 1P = — D. 
= 1/2*1/2 =1⁄4 
=Р($= ~ 1)P(mi = 1), 
类 似 地 可 证 БО 
Р($=1,ту=—1)=Р(Ё= 1),Р(тү= ~ 1), . 
P(E= –1,1= – 1) = Р(Ё= — 1) РО = – 1), 


上 述 表明 与 1 独立 ， 用 同样 的 方法 可 证 ,与 п, 也 独立 。 但 


Æ, EEN n) ERM. EXE, BA 
| {071,722 = (1,1)) C (£= 1), 
所 以 Р(=1, (11,1,) = (1,1)) 


| =P((0,n)= (1,100 1, 
但 是 — Р(#Е=1).Р((тү,т,)=(1,1)) 

= РС= DPO = РО = 1) = 1, 
ВТВ Р((&= 1), Nis 1.) = (1, 1)) 


S= P(Ë=1)*P((n,, 1,)=(1, D). 
HHEN, 71, ) 不 独立 。 


. 75 à 


mr = - -y — w 1 — s 


се 3 一 18” 非 独立 随机 变量 序列 的 例子 


51, бо, "е, 5 为 随机 变量 序列 ， 若 对 任意 RCR= 2， 
3, сз, п, +) 个 随机 变量 5 Eis to Sio din ia "5 
i) (1, 2, 3, 9, n, …}， 它 们 的 联合 分 布 函数 | 
Fis i,, е, “= s Ti, се, Zi) 
= Fi (Ti )F; (z; ) Р; (Xi, ), | (+) 
其 中 F; (r=1, 2, +, $H E; 的 分 布 函数 ， ©; ERICr= 1， 


2,…,k)。 则 称 随机 变量 序列 {5,} 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 
ША, Bas т, En г 都 是 离散 型 随机 变量 ， 且 各 的 分 


| 布 集中 在 集 A; 上 (i= ]， 4, е, M, е), ИА СОЗЫ 


P(E = gi,, 6i,= Qi, се, Luma ) . 

= P(E; =0;,) P(E; =m): Р (E; =0;,), (#1) 

对 任意 Qi;,€ А, (m=1, 2, +, А). 5 
反例 | 

ТЕЙ ТОЙ зг ТА Ж ЕЛ] ШШ, же “国徽 与 字 出 现 的 累积 


次 数 相等 ”这 一 事件 E。 以 E 为 根据 引进 一 个 随机 变 ЕМ, E 


表示 r 个 试验 里 BE 的 出 现 次 数 。 可 以 证 明 N, 的 分 布 律 收敛 于 正太 
fe CH<13>§ 11,4), EN, F KIR Lindeberg-Jianynos 定理 中 
那样 是 独立 随机 变量 的 和 ，51 +E, tEn XER Е, BEET 
第 8 次 试验 出 现 或 不 出 现 而 取 值 1 或 09。 由 М, 的 意义 可 知 ， 如 果 
Z = 1， 则 Ei; 1 决 不 能 等 于 1; E= 0 НУВ, Eri H ABURO, 
也 许 取 值 1。 因 为 

P(Ë, = 1|Ë=1)=0, 
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Р(5,.1=0[5,=1) = 1, 

Р(5,=1, Grri= 1) 
=P(Z2, i= 1|65=1).Р(6,= 1) 
= 0% Р(Ё,=1)‹Р(Ё,,1= 1), 


于 是 5 和 6i1 1 不 独立 (R= 1, 2, ~), 从 而 51, 5,, Ө, Ens 


… 不 是 独立 随机 变量 序列 。 


(ж) 5—19 分 布 函 数 人 ,和 了 丰 , 的 卷 积 绝对 连续 ， А | 


ВЕЕ A {ЭЖЕЕ 


普 先 我 们 有 如 下 的 正面 命题 ， | 


定理 1 设 5、7 独 立 ， пБ мавт аР ря 


绝对 连续 ， 则 F| 和 FF, 的 卷 积 
Р(х) = |Р ‚(х— dF,(y) 
亦 绝对 连续 SACP), PENRE. 请 看 


反例 
т Blin АЗАН, 满足 


P= +1)= Ы (n>1), 


2 
| p: | к= DEPI | 1 = > 523-1, | 


则 E 与 1 独立 ， 其 相应 的 将 征求 


Ф„(ї)у= П. COS а Т» 


jmi j=l 


p, (Í) = 


š 


而 相应 的 分 布 函数 都 产生 与 了 一 测度 相互 奇异 的 测 BE, Hirn 
ARRERA 


sint 
Pryn t) = — 


Ї 

相应 的 分 布 函数 为 [ ~ 1，1] 上 的 均匀 分 布 ， 它 为 绝对 连续 。 
进一步 的 讨论 
当 定理 1 的 条 件 ，& 与 ?独立 不 成 立时 结论 不 再 成 立 . 
例 2 设 < 是 离散 型 随机 变量 ，14 是 连续 型 随机 变量 ， 册 


| б=+(&—1]), | 
ERNE E- т) АЗУ, Етте 连续 ， 但 8 的 分 


” 布 函 数 不 是 绝对 连续 的 ， 


00 3—20 随机 变量 5、7 的 各 阶 矩 不 全 存在 ， 
即使 5S、7 已 经 存在 的 各 阶 矩 相等 
亦 不 能 推出 6、7 的 分 布 相同 的 例子 


RAAM, E ARAE, ME п BETR 
同 。 但 是 如 条 上、? 的 各 阶 第 不 全 存在 ， 那 么 、? 即 使 已 经 存在 
的 各 阶 矩 相 同 , 也 个 能 推出 &、 ?的 分 布 相同 。 请 看 

反例 | 

设 P(E =$) = 2 k=1, 2, = 


. {8 • 


, _ лу. 1 _ 
又 设 | P= 0) =, Р(п= -r = EF 


mj | Е1| = > £= <=, 

Н. Её = ET, 

X — En =2X S =e, 
h =} 

但 E 与 1 的 分 布 不 相同 。 


0o 3 一 21 上 与 一 有 相同 的 分 布 ， 而 上 — 


并 非 服从 哥 西 分 布 的 例子 


有 关 记 号 和 命题 


` — H ' 
w F(u, д) = ли[1+ (2-0) ]? 


x. 1 
则 | # (1, 0O = рау. 
首先 ， 我 们 有 如 下 的 

定理 5—гё(1, 0-60 0), 


1 
1+z* ° 


< 证明 “=>”, BENFA, 0) = 二 


&л= p w 我 们 来 证 
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ri a ` т. rd me didi re __|_,. esam. 


1 1 
二 -一 .。 Hi -一 z! 二 一 
t = д? |z = у? y?’ 
1 
ое =. 
1 ___1___„1_1_1_ 
于 是 1] ENES yY? x] yè?’ 
aun аа. 1 1 1 
<=” = 一 -一 一 - 
‚жш 1 £ x 1+u° 
设 =l, pys- b, =} 
£ х? ? дё? 
А 1 I 1 1 1 


然而 有 趣 的 是 ， 若 8 与 二 FEC 9, оо) ТРОЯ, 


ИПЭ 86-201, > 的 绪论 ， 请 看 
反例 

к 1 арі, 
 £— p(a) -d И | 
| 151912121, 


由 此 不 难 验证 二 与 5 有 相同 的 分 布 。 事 实 上 ， Фп= 三 , 且 设 y= 


1 l ww 1 1 
° 则 z= =, + Шири, T= 
11 11 н 
| (207 | |<, ВП [| >1BJ 
1) 1 1.1 ,lll 
тут 让 = 于， 当 | 了 | >1， 即 lyl<] 时 


Е 80 e 


但 是 显然 5 并 非 服从 9G(1，0) 分布。 
进一步 的 讨论 


然而 当 < 与 专 具 有 相同 的 分 布 并 且 这 个 分 布 是 稳定 分 布 时 ， 
则 t 必 是 多 (1，0) 分 布 (可 和 参阅 M. V. Menon, Ann Math Stat. 


33(1962) PP1267—1271), 


(3 一 22”& 与 1 一 8 有 相同 的 分 布 ， 但 5 并非 
服从 B(a，a) 分 布 的 例子 一 


有 关 福 念 和 命题 
定义 ” 若 < 之 分 布 密度 为 


—— zt (1-z)!'Í|1, эщф<т<1 
Р(х) = { BCR) ? ? 


0， Ж. Н 

其 中 В(а,8) = |а 2) -td а>0, В>0 

则 称 s 服 从 参数 为 <、B 的 Beta 分 布 ， 记 为 
£—B(a, В). | 


”我 们 有 下 面 的 | 
定理 &—В(а,ау<=›>{\—ё&-—В(а,а@), 
证 明 “>”, 4&т=1-ё&, HBikz=1-z, 
 m=l=z, z'= -1, H| =1. 
| {Baat (1—хж)°-—! HOLILI, 
0, 其 他 。 


ogie 


` Е 
ана. _ 
一 一 一 -一代 -一 一 -一 mm- 


Ы - © 
í “ a 
` . . т - . 
` n : . . " А . 
i ed er s*a . ñ А à А КИ 


а-1 _ a-i 
(ие 75401 - y) 1-1-9] 


_ Í 秆 呈 u°" 101 -— ry" 1, 


n~] Васа)" 
|  30<u<1B$f, 
L0, 其 他 ， 
“=”, 已 知 


| 1 а-1 a-t | 
| —— (1 — U) ‚ 340<1t/—<1, 
п=1-5- 8090) 
0, 其 他 。 


ЖУ = 1 — z, “VY 5-1, J| =1 
f 2-1 —_ Р Жы! 
| Bia, Bra - -х)°7%[1-(1—7)] 


E~ 7 Бп Л ОЮ», 
| HOLILI, ` 


10, | 其 他 


然而 上 与 1 – gE 有 相同 的 分 布 ， 并 不 能 推出 “一定 服从 Ba， а) 
分 布 ， 请 看 
反例 È | 
1 
УРО = 本 
+(1—-)°71х'-17] (0<z<1), 
则 易 见 P(z) = P(1 -z)，0<z<1， 而 P(1 -7z) 恰 好 是 1-E 之 分 
布 密度 ， 所 以 上 与 1- 有 相同 的 分 布 ， 但 P(z) 并 非 是 B(ay,a) 分 


布 。 
. &2 ° 


[z°"1(1— z+)! 71+ 


(*)3- 一 235 ЫА ЙЯ. t= Se(1,0) = 
58°. /并非 服从 正 恋 分 布 


л({+х?) L 

的 例子 
ERAS | 
我 们 知道 ， 营 & 与 7 独立 同 分 布 ，E~N(0,1)， 则 


-三 ~ -1 1 _. 


证 明 
| уз 


(5 лэре сз, 


于 是 由 商 的 密度 公式 得 
~P; (0) = J. Iz|P(ztu ,z)dr 


со (Xx а + x 1) со х2 (1 +W: 
=| \х| Le- ат = i| re t da 
Ра . б ; 


il 


а| аре даре 
А ё 
m + 


> - lz (1 +3) 
|a= А .J 


| | 
-| —e 2 
у? x-0 


jms 


= —со‹у< +оо, 
1 +J I 
证 毕 。 | 
BEXAR, MA 
反例 | 


设 5、1 独 立 同 分 布 ， 
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1+х*? 
则 不 难 证 明 
Ё = Š е _ SO 
д 1005 ерау? 
1955 Е, 
A Ёт) Py 2 1 i 
Y) л? 1+х* 1+0 ° 
... Ĉ~ P. (0) = | |z |P (zu ,z)dz 
_ 1.2 1 1 
0 л? 1+(zy)f 1 +>“ йт, 
А2 = т? 
4 1 1 1 
二 | - z?yt 1+2? 5-02 
- -| p 1 
л? yt ~ ol ] + 22y4 ш (1+ 22)y4 Jaz 
_ 2 yt [А |, 1 К E 
= -— — —n-| Ü. ...——— 2 — | 1 > 
л? уќ 110? TD ) 二 | туг] 
_ 2 у" i,- ә 
= тірі Puasa а! 
„2, ія гая 
л? уќ 1102 2 у 2 
= __1 
л 1+ °° 


然而 E、? 并 非 服从 正 态 分 布 。 
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0025—24 上 与 9 独立 ， 分 别 服从 B ap) Е B 
(а, ‚В.)9%, У £n— B (a, ВБ = 
B. +B. 但 只 有 wa= ai айо = а, 的 例子 


有 关 命题 
首先 我 们 有 如 下 的 命题 ， 


定理 5, nh, Нё~В(0,,В,), п~В(а, В»), жа, 


=а,+ В ,ёп--В(а, Bi +8,)y Жа, = а, +В, en—B(a), 
Bı +B,) C(DLr22P215). 但 定理 之 逆 上 只 能 部 分 成 立 ， 即 我 们 有 
如 下 的 结论 ， 车 En~B(a,B8) 且 E5、7 独 立 ， 分 别 服从 Ba sh) 


МВ (0,,В,) 分 布 ， 则 有 8=pB+p8:， 但 a =a, 8а = бз “Ей . | | 


В. Pamachandaran, Апп Math Stat 33(1962)Р1212). 


(+) 5—25 5 Б m = 6) 对 s 不 绝 i 


ХАО т,} 仍 唯一 决定 E 之 
分 布 函数 的 例子 

有 关 定 理 

首先 我 们 有 如 下 的 


- 定理 Hin, Е MEZ REA], БРАЧ “ЖЛ 


з>0 ПИЙ, — (1) 
uma } 唯 一 决定 E 之 分 布 函数 〈 见 [17] 8 5. 5), 但 条 件 (1) Ж 


° 85 » | 


反例 
设 E、? 是 两 个 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 


ex, 2220, e€", у:>0, 
— = “е (0) = 
5 1 (z) lo, ї<0, K ! lo, у< 0, 
& C= &1ов(1+1) 
则 H, = Еб" 一 (a 


其 中 Yn = | повст + 2) |"е-*@т, 
可 以 证 明 ， 对 n 宇 1 有 

| ет Чов(1 +n) <y, * <Clog(1 +n), (ду 
(HS. W. Dharmadhikeri, Am. Math Moth72(1965) P302— 
809)J&rh C — 4-8 RAZO Ait 


1 1 | - 
п) "= Ya ">e ов(1 + т) оо (п-ғое), 


~ ЖУ, 全 2 不 收 人 (对 任意 非 零 s) 


n=} 
_1_ 
. (п|)" м С n, 
由 (2) 
‚ | 
Ай Ы." ~е7 пр," <Ce-llog(1+n), 


于 是 У) u=, 


8 н Carleman 条 件 ( 见 J. А. shohat and Т. D Татагкіп, 
The problem of Moments. Amer Math Soc. 1943 Р19) 


知 序 列 {4,} 叭 一 决定 z 之 分 布 。 
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第 四 章 “与 数字 特征 有 关 的 反例 


4 一 1 随机 变量 的 数学 期 望 不 存在 
(从 而 方差 也 不 存在 ) 的 例子 
有 关 概 念 
1 如 果 随 机 变量 :的 分 布 函 数 为 FP(z)， 且 
| |х|4Ё(х)< оо, 
则 5 的 数学 期 望 定义 为 
| ЕЕ= |” т@Р(т), | 
等 号 右 方 是 勤 贝 格 一 一 司 梯 阶 积分 。 
(1) 当 5 是 离散 型 随机 变量 且 其 窗 БЕ 3 £ > ( 


Tis лу, 
Pis Pas 
Он, 上 述 积 分 谈 为 > T;Pis 


О ЕХЕ Е р 3 29 f (z) 的 连续 型 随机 变量 时 ， Тая 


аз). zf(z)dz, 
2 车 
| (2-Е)&'4Ё(т)< ое, 
з Dg= [° (х E)&2dF(z), 
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` 
-ma i 


称 DE 为 8 的 方差 | 
当 # 分 别 是 连续 型 或 离散 型 随机 变量 时 ， 上 式 分 别 化 为 


р&= | (x= Є&)°*/(х)йт 
JI Рё = 之 (x; ~ E£) p;”. 


3 Бё=Е&*—(Е&)?, 
定理 设 随机 变量 8 的 1 阶 矩 存在 ， 则 随机 变量 的 s 阶 矩 必 
FE CR Bo<s<t) 
证 明 ВЕТ ОЕ (х), ин 
E š |! <oo, 


јан f Тарағ jalar) 
x] =1 x › 1 


|z|'dF (z) 


жр? 1 


<р{1&|<1} + | 
<1+Е[& |1<осо, 
Кеш л AE, IUEN EMEA 


КИПЕ EM. 一 个 是 随 相 变量 的 数学 期 望 不 存 
在 ， 从 而 方差 也 不 存在 的 合子， 一 个 是 虽然 随机 变量 的 数学 其 
望 存在 ， 但 其 方差 不 存在 的 例子 . 

反例 

例 T《〈 哥 西 分 布设 约 密度 函数 为 


1 | 
Мые (z#C R,), 


р -À 
д 
л Ж 2 Jo lpr? 


= У — a. 


EN y 


= L In(1+z2) | 
故 开 不 存在 ， 从 而 DE 也 不 存在 。 
例 2 设 离散 型 随机 变量 E 的 分 布 列 由 下 式 给 出 


т=р&=(-1)'°1.%-)= 5 (1=1,2,3,."), 


— Ое) (A>), | 


虽然 级 数 
> pi = Si S nan itie 2 
> 之 > ( Dires 
өх, (HJ 
> [xil Pi = Усер ‚© 
1-1 7 1 l И 


_ < 2 
= S 了 = oo 


=] 


所 以 EE 不 存在 ， 从 而 DE 也 不 存在 ， 


4 一 2 ”随机 变量 的 数学 期 望 存在 ， 
但 方差 不 存在 的 例子 


反例 (n= 2 的 ! 一 分 布 ) 


ВЕНУ ЖЕРЕ Ж 
_Г(3/2),, z?n 
Р) = ж ty) 


. > | Е Ру Г | | 
因为 |да = | TSR ela жавар 


_ 2°[(3/2) | ” 1 
V х ТЕ Ta) dt, 


e 89 o 


所 以 EE 存在 ， 且 


B S ods) ER 


| =0, | | 
但 是 | (х— EE) * J (z) dz 


= Г(3/2) „ш. — 
-» VN xiy 7 
(1+ z) 


所 以 方差 Ds 不 存在 ， 
进一步 的 讨论 
对 于 一 般 的 1 一 变量 ， 若 £ 


r "у. | Каа - 
ED = — Ar) а) рі, 


ma (у ) 
则 当 r <n}, Бе ,存在 ， H | 
0， 当 r 是 奇数 时 ， 
pe ) г(——)г (7) 
г(—>)г (Z) 


HEH чу paka, E#r= 0 为 显然 ， 当 / 为 偶数 时 


К а ‚ Т 
ЕЕ = | < аву ` dz 


xT 
varT (>) 
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则 


oD) n41 


у= 2 (1+2) = ЕЧ -—— 
| п(1+ =) 
| 1 
z: = Гер” == (7; ә 
1 _1 
dr = — Y dy, 
2(1—u) ` 


=1+-У7-=-—_ 1. 
L — t 1] — 1 
n + 1 | 
2 r( 2 ) 1 эз. 


7) лат) T 


2(1- y)” 
(=) , 
= 
аго)" 

VEN 


"Or 


|> ta- 0 74у 


по (+ fl п =" ) Сця) 


г(,) 5) 


r(" =) rr rí 


— — = + - © = =— = 


“уц ду 
(nr) 


(уг) 


= n: А (°ңп >К] ), 


ц 


4—5 ”任何 阶 矩 都 不 存在 的 随机 变量 的 例子 


АХЖ 
8002) 是 一 元 波 雷 尔 可 测 函 数 ，F(z) 表 随 机 变量 < 的 分 布 
Ш, ж 
| ласо dpa е, 
则 g(&) 的 数学 期 望 定义 为 
Eg(&) = | smda, | 
对 连续 型 的 F(z)， 若 jz) 为 其 密度 函数 ， 则 
Е9(5) = | оса садах, 


Моо), дв (O U), 
а 


e 92 e 


则 Eg(£) = ` g(a) nD, 


将 9(z) 特 殊 化 ， 就 得 到 各 种 数字 特征 ， 
(1) 4902) = л*(Ё`>0), WEE HERNIE, 
(2) Pg) = |z R0, ЖЕ Ё 为 E 的 A 阶 绝对 矩 。 
下 面 举 一 个 任何 阶 矩 都 不 存在 的 随机 变量 的 例子 ， 
反例 
考虑 随机 变量 5， 它 的 密度 函数 
1 
j= [2727 бова" 126 
0, 其 他 。 
WAHE F Efe >o, EEJ = о, 
WKE, Hyva, MF 


lim x = бо 
Z + s (logz) 2 ° 
БИТЕМ >e, (E47 >My] 


i 
(1082)? < 


JW ЕЕ -| \т|“](т)ат 
„| ЖК 
=? | gadog)! A” 


> N = r 
jy x(logr)? 


== СЕ >, 
z 

所 以 EE AFE a0, 

. 9; o 


进一步 的 讨论 

我 们 有 下 述 结果 : .. | " 

定理 “” 设 E 是 概率 空间 (2, 多 ,P) 上 的 一 个 随机 变量 。 设 对 
ER>, EJE <o, WOOO | 

Rh P( Š >п) 0 (nco) 

( 见 [2]P.83)， | o 

(1) 利用 这 一 结果 ， 对 本 款 例 了 中 的 随机 变量 < a LTE S 
E ë|" = 2%， 对 任意 4 之 0 都 成 立 ， 

FK E, ED RKA 


_1 2 — 
Эв 7°? 
| 
F(x) = E TELELE, 
| 
u- l, sse, 
21082 
于 是 对 n>e 
1 
| = — — = ——_—_—— 
P( £ >п) =1-—F(n) + F( — n) logn? 
n P( ё >n) =н. Ba?” (п-> 20), | 


НЖЖ р 020, EJE = оо, 
(2) ЕЖЕ АЈ Т ЛАА, д, WMR ñ 
— со, КАРО, A 
n*P( £, >n)->0 
AD ВЕЕ ЊЕ IS K, 
例如 ， 考 虑 随机 变量 5 
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确定 的 常数 。 我 们 有 О О 
P{E>n} zo| — l dexo. Деви)" 


n == 


ОШ А ЖОК МЛ 2 Ап сов} F1) Hn >п) 0, IRA 


Её= S © 


1+1ОРП = 
(3) {В P(E] >n)- >0 (n— °°) 对 茶 个 p>0 成 立 ， 则 可 
证 明 对 于 0 之 4 之 Pp， 有 
E || Ke 
( 见 [12P38 推 论 3)。 


4 一 4 ВЕНЕВ НЕЕ, BRE 
更 高 整数 阶 的 矩 的 例子 


反例 о» 

W SJ Е RAA 

Р | 

} (x)= Fà 721, 
0, 


х<1, 
jll) FE = | х}(ж)ах = | 2.42 2, 


1 T 
但 对 任意 整数 P>>1 
5 


E= | асада 


= |: 。 d r= 
所 以 上 没有 比 1 更 高 的 整数 阶 定 。 
4—5 ”随机 变量 5 在 0 二 +r< 1 时 ，Eér 存在 ， 
{872218}, EE 不 存在 的 例子 
反例 
ЖЕҢЕ ААА, Ж ЕН АЖ 


| 1 1 _ 
)J(z)= — Гг (тЄВ) 


1 
= T dz, 
在 积分 中 ， 
1 1-— N: 
= X= К 
і 1+ 2°? і , 
21 D7 
= _ 2° — 2 dra Ldt 
d (1+2)? ? 1 + 2° t ? 


i ira, | 
-1j р р-у dt, 
Л Јо 
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ЛЧ ЖМ ЛИН ОЭ Er< 1 村 收敛 ， 在 r22>]1 时 发 散 即 当 F< IHJ, ES 存在 ; 
">10, EF A ЕЖЕ. 


4—6 PIERE HE, CMA — RE 
EREE] = ЕЕ, k 一 I ‚2,5 ) 但 
它们 的 分 布 函 数 不 相 等 的 例 丁 


有 关 概 念 和 命题 


1 对 于 正 态 分 布 、poisson 分 布 、 二 项 分 布 等 情况 ， 它 们 
的 分 布 函数 完全 被 一 、 两 个 参数 记 确 定 ， 而 这 些 参 数 又 都 被 随 
机 变量 的 头 两 个 矩 所 完全 决定 。 因 此 ， 对 这 些 分 布 ， 只 要 分 布 2 
类 型 已 知 ， 那 么 由 随机 变量 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 就 可 以 完全 决定 
其 分 布 函数 。 如 果 我 们 不 知道 分 布 沙 数 属 于 什么 类 型 ， 则 一 般 
说 来 ， 不 但 知道 头 两 阶 些 还 不 能 决定 其 分 布 函数 ， 并 且 即 使 知 
道 了 一 切 整数 阶 矩 仍 不 能 决定 .我 们 可 以 作出 一 切 整数 阶 矩 相 
同 但 分 布 遂 数 不 间 的 随机 变量 的 例子 ， 

2 对 于 连续 型 分 布 洲 数 

F (x) = | учду F, (z) = | },аоду 

#F (2) =Е,(т), (CER, ), WILFA 处 有 有 《关于 工 一 测度 
jif a. | 

反例 

设 随 机 变量 £1 和 Es, 分 别 有 和 密度 函数 


с{ехр[ ~ z“cosux]), x>o, ` 
J] (z) = | 
0, х= 0, 
сГ1 +sin(z“"singx)Jlexp[ — z“+cosux]J,r>0, 
Ж] jr) -| | > 
0, r=, 
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| | ц _ р(соѕил) 17% 
(п=0,1,2,') 


9 


则 ЕЁ! = ЕЁ; 
ил, гаж, суа. DAAR. 
我 们 分 以 下 几 步 论述 ， 四 
则 对 n= 0,1,2… 


(1) 引 理 假定 4 之 0， о<а<л/з, 


J ех es i esln(z" sing). xida 
Ü 
= r s US. 

o Bo, 


таа = um, 0< < 1/20, 18а] 


|= z"sin(=“šinaz)exp( -T “созил)йх = = 


(n=0, 1, 2，…)。 
y to [` e-t e oada x 
作 变 换 2= x е}? А LÄ _ zeti” i Е К | г F 
21/8 ер {ГЕ , de= L. ld 


= 


所 以 i е) = | e 2 * э к. 
r А ` [ү . шуо сс, 


1 _ _(л+1)а ; "+1 |; 
м 2 B e: 2 н dz, 
L 


这 里 ZL 表示 射线 ，argz= у. 
因为 对 z = ге, pcoc ki, 被 积 函 数 -*2 a w 


超 四 于 0 时 ， KAFO НЕЕ ХЕ — 教 的 ， 所 以 得 到 


ntl] 
| e" ez F da 
L 


х 98 4 


= Гена асе П (222), 


> i -二 +1 | 
于 是 [et rrdr= Le й Г ( y), 


0 H H 
Вр | е z cosarcos(z“"sina)-— isin(z“sing) z "dz 
Ú 
Iro (л+1)а ao аг n+l 
= — SiN —— ‚ 
, | соз ' : ( Р ) 
从 而 得 到 


| es coso .5іп(2*ѕіпа) хах 


wu, = Wa = ил, 就 有 


| кєзї 'айншл) ‚,ехр( ~ z“cosnuz)dz = 0 
Ü 


(n=0,1,2,3, Je 
(2) Eš, = Eš; (п=0,1,2,3,')» 


证 明 Ес; = | h Соз 


= | = ‘Cexpl ~ z"cosumr)dz 
0 


今 L COSHH = Í SE 4 5) 
Є 95 (евз 


ээ CF ` + “ 
-| С, (— . e! .1 (соѕит) ЕІ ЖҮ: “ “dt 
OSH # 


п+]_ 


一 一 
= С. 2. (cosu) “| f + -se-!'dt 
0 
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n+l 
= © (соѕит) F š (“+1 
H H 


= (cosa)! ” „1 ccosa)” Г ( "tA 
r) ^* 


„> 
r( P 
= (соѕит) (я= 0,1,2,.), 


r(+) 


由 引 理 得 ， 
у= |. т"},(х)ах 


Сү xec 1+61П1(ж*^*+51пил)]ехр( ~ х*со$ил)ах 

0 

= | Х“«с.,ехр( ~ т*со5$ил)@х 

+ А "ес •5іп(х“ •«5іпил)ехр( — х“соѕбит) т 
0 


== | Сх"ехр( ~ х*созил)ах 
9 


= Eš; (n=0, 1, 2,369, 
(3) Е, (х) Е (х), | 
证 明 车 F(x)=Fs(z)， 则 几乎 处 处 有 f1(7) = f.Cz),BJ 
т{х|] у(х) ],(х)} =0, (ж) 
其 中 mm 为 Ri 上 的 勒 员 格 测度 ， 
BÆ — {хз|/ү(х)+=],(т)) 
= (z |z> 0, sin(z“sinum)==0) 
= AZ[Z2>0, хе ебіпил Кл, k=0,+1,+2, +.) 


= Íz |z>0, х“ “ыи? k=0,+1, 2... 
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1/2 É 
-fs( ‚ z>0, k=0,+1,+2,} 
~ SINUA 


" Кл х, 
由 于 ("= (лит) ‚ 220, k=0,Ł1, +2} 


ERIR, W 


{ _ Бл 1! = _ = | 
mie = (шу) ‚ ж>0, hk=0,+1,+2 = 0, 


从 而 mir! f (z) fir) EO 
hik) ЖРА. Ва! 
F, (z)== F: (x) (z€R;), 


进一步 的 讨论 

在 某 些 条 件 下 ， 由 一 切 整数 阶 矩 可 以 叭 一 确定 分 布 顶 数 

(1 )( 见 例 *3-25 之 定理 ) 

(2") 如 果 随 机 恋 量 < 以 概率 1 有 界 ， 即 存在 常数 c > О, 使 
p( |E| <c)=1， 则 E 的 分 布 函数 FE(z) 被 它 的 各 阶 矩 1a 瞧 一 决 
定 。 事 实 上 ， 这 时  Р(—-с)=р(24<—є)=0, Ес) =1, 


А с 
故 al<] zl"aF(z)<e"| dF(z)=c', 
— ё kak. 
| и а.с" _. с" С | 
k X se << 
=Ù n! n = n! | 


4—7 ”随机 变量 ,和 5: 不 相关 ， 
但 也 不 独立 的 例子 


有 关 概 念 和 命题 
1 ЖХ 设 随 机 变量 &1 和 5, 的 方差 D81 和 D5, 均 存 在 且 大 
于 0， 记 
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CE ) = SEE ES leE - Её, 21 | 
VDE, . . Dš, 

0051, ENF 和 5 ;的 相关 系数 ， 

数字 特征 p(51 E: ) 描 述 了 随机 变量 5 Mé, 的 线 性 их 
Be. MPE E) = 0, RE fe, ЛЭС, 

2 定理 ЖЕ, 6.0, 则 1 和 ,不 相关 ,但 反 过 来 则 不 
一 让 正确 . 

反例 设 (&1， s,) 均 名 分 布 于 以 治标 原点 为 中 心 ， ro 为 半 
ААУ, ШОСЕ, ,65。) =0， 但 5 和 8; 不 独立 ， 

证 明 如 下 ， 因 (61，5,) 为 均匀 分 布 ， 故 ($1，5;) 的 密 典 函 


KA 
у, (шр, Sari, 
fe =) T? 
N | Е р 2 г? ty orè., 
注意 到 边际 分 布 密度 *- 
MT Ta “ri — rŠ . | 
{ой = dy = s (~ra ETE) 
-yya yr 1 o i, 


Н 
бю =| 54у = 31 Д (一 ro sg 二 Fa у, 
ЕТЫ nro yr? 0 


显然 уор) (ш). J: (у), 
5., ;不 独立 。 但 


同 理 可 得 E66;=0. ° 1 ` 


又 由 于 f(z,y) 的 对 称 人 性 ， 可 知 
I ELC, = Es, (Ea ~ Es2)] 


ОМО, 7 J К 
= |í А Е = 0, 
[ к,а, É 


Ait MEMAR, Ë) = 0。 


进一步 的 讨论 


在 一 些 特殊 的 场合 下 ， 痢 立 性 与 不 相关 性 是 等 价 的 ， 
(D Æi, 7 ) 服 从 二 元 正 态 分 布 ， Л, š, 独 r> 
p(Ë  ,E,) = 0, Б J 
(2) Ei, EARE иШ, WARE. 
证 明 15 | | 
“р(&ү=ту)=ру, P(E  =z,)=1-po . 
P(E =Y1) =р,, p(s2 =0:)=1- Pae 
其 中 Ti T, Yi yY. 
则 (51,5; ) 的 联合 Жк AE ,的 边 绿 概率 分 布 可 由 下 表 给 


| 可 的 边缘 分 布 
yi per =r, ér S UU) pE = T2562 =Y1)|. р? 
| 
二 的 边缘 分 布 | р; 1-р; 
由 上 表 可 知 


(pCE1 =i, =Y) + P(E =, ,£, =#)=D, (D 
p(E =®,,& =Y1) + PE! = 2,6 = Ya) | 
C1) 1 51> Di, | (2) 
р(Ёу = Xi, Š, = 01) +p(2 i =хт,,у; = 0) = р, (3) 
р(51 «1,5, =0:) + PCi =Z $2 Ye) 
【=1- р; (4) . .. уос союш | 
HPE =, Ë =u) ет, ОЕА Cor = 
703 • 


方程 是 独立 的 
ГУ 0(61, 2,) =0, 
соу(ё|,&,) = 0, 


z Ф, 
Вр 之 D (к, EE, (YI = EE, DE! = = уу) =0, 


tB BH (mi ~ Еб) (у -EE PCE, =x, = 0) | 
t(x; = EE, (g ~ EE pO i =, Š, = у) 
+ (т, -EE (Y, ~ BE PEL =л,,&, =u) _ 
+(‹®,—Ё&,)(у,—Е&,)р(&ү=х,, E =.) 
= 0. Е u (5) 
其 中 _ Еү=түрү+т,(1—р\), 
| ‚Бб =YP +Y р»), 
CD 、(2) (3) ‚ (5) 联 立 得 ， 
_. [PGG i S2 15, =) +P =z, E =у,) = pu 
(Шу: | BE Sts, =) р Sa, =) = =p 
| р(ё, =т|,б» =Y) + p51 =£, =Y) = Pas. 
Бу Wu | 
J ЖЕҢ (TI ) r ЖЕ £: 


E ' 1 
| | | 


1 0 
\ | (£, =E, (у, ~ BE) (£, = EE, (Y, ~ ЕЁ,) 
0 0 
| | | 
| . 1 _ 1 | 
(х,-ЕЁ,)(у,—-ЕЁ,) (zs 一 EEC EE) / 
是 满 秩 的 ， 故 方程 组 (11) 有 唯一 解 。 但 
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p PCE =21,6; =01) = PiP. 
am | PE Ti, =Y) =р,(1— р), 
| р(ёү=х;,5&; =i) =(1—Рр1)Р», 
\р(#ү=х,,&,=у,) =(1—ру)(1—Р›) 
ERED, SOI ACIL HHE — ME. 
(HI) HATE b 是 相互 独立 的 ， 证 尘 ， 


>0, o$, 5)<0 的 例子 


有 关 概 仿 


1 相关 系数 概念 见 4 一 7. 

2 1 维 正 态 分 布 ， 没 已 给 n 阶 对 称 正定 矩阵 BC (bro), X 
给 问 量 4 = (41，…，4,)，4; 为 任意 实数 (i = 1,2,0, n), EX 
п. Ж: - z 


fix) = 


1 1 
Саут Партер) - з 02 


= а)В-1 (к-а), (wy 
Rpp = (z .z,, e), B- RBR РЕ. |B] ZBKIA] 
式 的 值 ， 称 以 ( * ) 中 的 jz 为 密度 函数 的 连续 型 分 布 为 " 维 下 
态 分 布 。 
3 ”如 果 随 机 向 量 (51,5,，…,5,) 服 从 以 ( *) 中 的 1(z) 为 密 
度 溺 数 的 n 维 正 态 分 布 ， 则 
а; = Ебі, 
bi; = соу(&,,2,) SELE; — Е&;)(&,— ЕЁ), 
(i,j=1,2,.",n) 
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ЭРИТ РЕВ = (bH E, Eae EO RA 283588. 

众所周知 ， 相 关系 数 是 描述 随机 变量 之 间 线 性 祖 关 程度 的 
HRPE. BAZAIE EME MPE, E> 
0, p(Ë,, E3) >00}, NEA E 83220, nex 
实 并 非 如 此 ， 请 看 下 面 的 反例 ， 


反例 
ЖЛ ШС, Pes “服从 三 维 正 态 分 布 ，1 协 方差 矩阵 
1.0.1, -ol 
В = a 1 1 0.1 
-0,1 0.1 1 


显然 B 为 三 阶 对 称 阵 . 同时 也 不 准 验证 B 是 正定 拓 阵 HFD, 
=DE, =D; = 1, 所 以 | 

Е ру = ЛЕ = 0. 15%, 

i CORDEL 30.150. i 
ИЖОС, ) 501. = 0.1<0., С> 


4 一 9 сс, йз, BEG, .5, ) = EEEE, 


НИЕ. ЕЕ и | 
ЕТТУ КЕ 
>i Шаме, зле ЕЕЕ TAREKA 
SB, В,, E na 


P(ELEB,, É € B,)=p(É E€B,) P(E: € B,) 
2 Фё, Ëo JH NYA | 
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Е(ё, 5,) = Ep EEé,, 


иле. с.х каж, HEDER 我 
们 找到 5&1、 &» 不 独立 但 


Е(&,&„) SEE, ЕЁ, Е КС 
Нур. 
反例 


取 Q = 10.17, FHC, ОНЛА, О: 
+ ЛЕШЕ, 


定义 5(O) =0, (0) Ж (Q, T ,p) 上 的 随机 变量 ， XNE 
FOST], 


F. (x) = p(Š(@)< 1) = p(0<@<z) = z, 
10 Co А Со, D 上 的 均匀 分 布 。 
再 作 两 个 随机 变量 ; 
51(®0)=0,(ё&(@)) =sin2ro, ` 
£, (@) = 9,(Ë(@)) = COS2A0, 


Фа Eš, = | "g (z) dF,(z) 
l 
=Í sin2xxe ldz =0, 
1 
EE, = | соѕ2лте ldr = 0, 
0 ， 
Eš Š, -| iG) 9: (@)4Е (т) 
_ L f | 
= —... sin4rzda = 0 
2 0 


故 有 E ë, ЕЁ. .Fé,, 
Be #6 л, 使 事件 
A: =1@]15 /(@)- |<) ` 
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= {@|1] ~e<sin2x@ < 1+) 
和 В,= (9115,09) +11<е) 
= (@ | — 1 — ё <соѕ2ло < — ] +E} 
ER, ВА. ПВ, = ó, | 
从 而 pA: C В.) = 0, 
而 另 一 方面 
р( А, ) = р(Ф|1—є<51п2л@<«1+&)=0, 
р( В.) = р(@| — 1 — ё<соѕ2ло< — 1 + 8) %0, 
于 是 РА, Г\В;,)З=р( A.) •р(В,,), 
所 以 上 和 sy: 不 独立 ， 


4—10 Šin 5,39 77, HECE, +£, )' 
x EL + ES, 的 例子 ( 正 整 数 
k1) 


有 关 概 念 


对 随机 变量 5, 2,9 
E(Ë i +&,)= EE + E, 
特别 当 51、5; 独 立时 
О‹&, +Š.) = DŠ. + DE,, 
但 是 由 5 、S: 独立 ， 却 推 不 出 
Е(&, +&,)# = БЕ, + БЕ, (А1), 


设 5 一 NO оў), ё,-—-М(ш,, 01), Жи, ж 0, B, 
>= 0, Hó, 5, R ih an, W x 
si tŠ N(i tú, 02+02)., 
但 是 El, +é)? = ру +E) + CEC, +£, )12 


° 108 ° 


=(О}+О}) + (пу +u)’ 
可 是 E&i =DE; + (EE) =ой +}, | 
Её: =DE, + (Её,)? =0} + his . 
Ви, O, и, +0, Бр) 
Е(&, +é€,)’ = Её! + ЕЁ}, ` 


进一步 的 讨论 

上 述 反 人 鲍 表 明 ， 在 独立 随机 变量 相 加 时 ， 和 的 矩 一 般 不 等 
于 各 项 矩 的 和 ,对 于 独立 随机 变量 s1 和 4, 之 和 的 矩 应 有 以 下 等 
式 ， 


Е‹&, +8;)" = >` C, ES h + ER," "5. | 


在 随机 变量 的 其 他 数字 特征 中 ， 半 不 变量 是 一 种 重要 的 数 
字 特 征 ， 随机 变量 的 特征 函数 的 对 数 在 o 点 的 & 阶 导数 乘 以 六 4 各 
做 随和 变量 的 & 阶 半 不 变量 . 

各 阶 的 半 不 变量 具有 这 样 的 性 质 ， 独 立 随 机 变量 之 和 的 半 
不 变量 等 于 同 阶 的 各 项 半 不 变量 之 和 ， 这 是 它 比 矩 方便 之 处 . 

有 关 半 不 变量 的 性 质 的 讨论 以 及 它 与 窒 之 间 的 关系 可 参阅 
C5Jp113—114, 


4—11 [ZTE 存在， 但 乙 7 不 存在 ， 因 而 乙 7 
= 忆 [C(n1E)J 不 成 立 的 例子 


”有 关 概 念 和 命题 


1 两 个 随机 变量 s 和 7， 假 定 它们 具有 联合 密度 函数 /(7， 
y)， 并 以 J(y|z) 记 已 知 在 5 = z 的 条 件 下 ，1 的 条 件 密度 函数 ,以 
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f, 2210605 RE А, ОШ 
_J(z, Y) 
Jf(ulz)= Ж) (т) ' 


2 在 5=z 的 条 件 下 ， 1 的 条 件数 学 期 望 定义 为 
Elni Š =<] = | yl (ledy. 


3 符 以 ECE) 记 随机 变量 上 的 如 下 的 函数 ， 当 E= о, 
BAEN E= 2。 нле ЕС 6) Ж—1- БЕ Ң. 而 县 
СЧЕТЕ ДЕСА, ATIRAR 

Ел = ЕГЕ(112)1, 
这 是 条 件数 学 期 望 的 一 个 非常 重要 的 性 质 。 但 是 ， 如 果 ELEC 
|Š) Jf. ZE En JS EA E] 

Em = ЕГЕ(т|5)] 
Ж TRY. 请 看 下 面 的 zA. 


反例 
асва, 其 密度 
í (3 3) z. ie"  _ 
TO TQ 1) >. o 
0 ”YY Ü 


Kas AES = 二 0) 的 条 件 Fs IOR PASE 6823 


О, ' | 
fujo абе е | (оу + оо), 


因为 1(y1z) 是 y 的 对 称 函 数 ， 所 以 | 
S Etnë=zl =] sfa|edu= 0,7 

BELEGD TETE.. 又 由 于 前 边际 密谋 
+ 110 • 


м 


00) = | 1 cz) + Руа 


(=) Z ;ё 1 1 1 хуз 
в у=“ V dx 


= | 1 y“ 2n 
ге) | 


= _ 1 . ( — сс < t/ < + со), 
aty). 1 ЕУ а 


> Í : _— 1 _ .二 | 
Н 为 | via Fy dy O 


КЕНЕ, MAENEO ENTER, 


. * vi pi ` 


©“, eri 
- Фа 
х 9 0, 719 


对 随机 变量 s， 如 果 一 个 实数 z 满 足下 列 条 件 CE 
1 

=> 

利 р(&>х)>-,, 


则 称 x 为 随机 变量 的 一 个 中 位 数 ， ШО; 已 是 反映 随机 变量 集 
中 位 置 的 一 个 数字 特征 。 Е 

中 倍数 总 存在 ， 但 中 位 数 不 叭 一 ， 

反例 | 

ИШЛЕ соза Є 


-2 0 1 2 
1 s s 1 l) 
4 4 3 6 


„111°, 


-o= t оу 1 
| p(Š<0) = ә? р(&>0) Л > ә, 
所 以 Xx = ож + hi 3, 其 实 ， 对 任何 实数 0 二 + 二 1， 也 都 
有 


p(Š<z)=p(Š = —2)+p(Š = 0) = 5, 


tol 


р(&>т)=р(&=1)+р(&=2) = 
所 以 对 满足 0<<*<1 的 每 一 个 实数 +*， 它 都 是 6 的 中 位 数 ， 


4—15 ”数学 期 望 不 存在 ， 但 中 位 数 
存在 的 随机 变量 的 例子 


反例 
киин, 密度 函数 为 


ба) = = CxER,). 


前 已 证 明 EE 不 存在 ， 但 是 
р(ё;>0) =| + 


_ 1 1 1 ú 
p(Š <0) f л 1 Lade- > 


所 以 z = 0 是 的 中 位 数 ， 


. 112» 


4 一 14 ”随机 变量 的 众 数 不 唯一 的 例子 


如 果 随 机 变量 5 是 离散 型 的 ,其 分 布 列 为 
(0 Ооз Озу с ). 
Pis Dos Рз» `7 


Фр, =SUD(D i, Pas ©), ПЕ a HERA ER A S hu АШ? 
O): MO RS Ж#Н, SEED COS Oz), 则 称 使 /(x) 达 到 最 


大 值 的 点 z 为 < 的 众 数 。 
众 数 可 以 不 唯 -一 ， 
反例 
例 1 设 < 服 从 [0，1] 上 的 均匀 分 布 ， 其 密度 函数 为 
f(r)={ 1? r c [0, 11, 
0 ， 其 他 ， 
则 对 任何 0 去 z 委 1， 痢 是 < 的 众 数 。 


И 设 离散 型 随机 变量 服从 下 项 分 布 B (8, 1), 


m ñ — m 
Pa = p(Š =m) =с(+) (5) 
(m = 0, 1, 2, +, 8), 


因 为 np~q=8X -=2 


3 
是 整数 ， 所 以 pn 在 
ko =[np-q]+ 1 = 3 
利 R — 1 = 2 
处 同时 达到 最 大 值 。 因 此 és 的 众 数 有 两 个 ， 分 别 为 2 和 3. 


ВГА 


6113 °. 


第 五 章 “ 与 特征 函数 、 母 函数 
有 关 的 反例 


2 5 一 | ЈЕУ 85, ETIR, 但 ps: (Í) 
| | =. Ф. (1) "Ф: (1) 成 立 的 例子 | 


有 关 概 念 和 命题 

1 PAREVE BESH A E РС), ШЖ eR 

pi) Eeit! 
为 上 E 的 特征 函数 。 РОЛЕ WERK, 为 连续 型 有 
ин, 
i ФО) =| erfd, Ë 
当 5 为 离散 型 随机 变量 时 ， 

Ф(1) = Уен. р(ё=<х,), 

任 一 随机 变量 的 特征 函数 总 是 存在 的 ， 

2 Жт=а5 +06, а, б, ШЛУ AE 0 ЖИ mp, (1) 
= ep. (at), | 

3 ие, 5› hk / ст, У), Mé = т, 15208 
ВЕ KR = К 
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f: (2) = | J (x, z— т)ах, 


4 Ei, EIRA, BH ү 
Q: (Í) =P: (Í) • pCt) (Жж) 
值得 注意 的 是 上 述 条 件 (# ) 仅 是 5: 、s: 独 立 的 必要 条 件 ， 并 非 
充分 条 件 。 下 面 的 两 个 例子 都 表明 ， 即 便条 件 (* RR AP, S 


反例 


Hi 设 (£1，&;) 有 联合 密度 函数 


人 [+ ay ~ у], |х|<п1, [у], 


f(x, у) =. 
0, " 其 他 。 
WS SHIRRES, Ли) ТЕ] 1 и 1 ESIA 
ЕСЕ! ТЇ! teya? my ) dy= Z, x 
-1 


i 
ДСУ) = | 1 + xy(x? — у?) Јах = > | 


故 &1、5; 都 在 [一 1，1] 中 服从 均 名 分布。 既然 
Рз) ар = fz уу) Сарт, YID, 

FAE W, Жз. 

由 随机 变量 和 的 分 布 公式 可 知 ，El + 2, ЖИЕ ЕЖОВ 

Р) =] fa, z= xr)jdr, 
由 于 f(x，y) 在 入 形 )x! 1, 'u| 二 1 以 外 为 0， 故 对 每 个 固定 的 
Zy 上 式 积分 要 在 集合 f : 

. E=(z||z|]=1, јара) 
上 进行 。 
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当 一 2<г<0Ш], 
Е = {х —1=<z= z+ 1}, 
О z< 2HBJ, 
Е={т|2— 1=%2%1), 
12| >20, Е=ф, Т, 3*⁄4- 2=< z< 08, 


x +1 
f: 4:,(2) =| a{! +e- wirt — (2 一 х)*1\ах 
-1 


+1 | _ 
= 201 + 82225 — 2g? z — r> Чад 


当 0 <z= 2 有 时， 
f: (2) =Í 


1 
= 02-2), 
1 


t 


z —] 


+U 十 37222 — 2ršz-— rz’ dz 


Щщ |z > 285, 
fa: (2)= 0, 
综 上 所 述 


[ 02 +), — 262 0, 


| 
fÀ @É (2) = | 202-2), 0 <22, 
0 ， [Zi >2, 
PEE + Din 
Q: (1) = | ef, .  (2)dz 
= 1 |. ite ~ |, _ is | 
| КЫ (2+2)а2 + ‚02 гуейнгдг | 
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1 ее | 
ее" 


_1_ 
IË 


sint 2 
Езу 


(1—cos2t) 


ЇЙ #1702, ОЕ ЖЖ 2) 9139 


. Í к 
Í) = BC 
e: |. 2 


e'tx 1 1 | | 

= a | = —— (e — eH) 
211 1-1 ll 
sint 

= = , 


TÆ Peen) = Фф: (1) + Фф: (t), 
2 ” 设 随 机 变量 5 服从 4=1， u= 0 BJ УН , £ W BE pQ 
数 为 | 


l l _ 
Дд 1+ r! , 


f: (m) = 


B." = š, 则 有 
Q; СР) = Ф: (1) ep (1), 


但 是 5 和 9? 不 独立 。 
FKE, SKIFF IE K A 
) = i i 1 1 ° 
P: (Í) -| e и 1+? dz, (1) 


HISOR, ЖИЛ ЖЕТУ 5—1 中 箭头 指示 方向 的 复 变量 
• 117 ° 


积分 


itz 1 б 
К үә dz, (ww) 


车 z 位 于 上 半圆 周 上 ， 则 2 = Ке‘*, аг =іКе' 0, 


图 5 一 1 . 


| x pitie 

I, | К | 一 
2 — А | 
o 11+ Ае? і. 

тр. _tRsing 11 соъ 8 | 
е sp | 
=К | “r do 
* 25 Јо 1+ К е t | | 
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(2) 


(3) 


` | К " -t Rsin? . I 
Я < е Кэп 20 ЕС 


"о CR 


在 上 半 平 面 仅 有 z=i 是 (**) 中 被 积 函 数 e “> 的 一 阶 
奇 点 。 由 留 数 定理 知 2, 
(e - l dz = 2i Res(e'": i 1 zo 1) É 


+z? 


| ~- ‹ git: I) 
=2лїт—©—у (z-i 
ра 
itz 
= 271im 一 一 一 一 
Zt (2+1) 


. et | 
=2лф+—-— = Te | (5) 


综合 (D)、(2)、(3)、(4)、(5)， 当 之 0 时 ， 得 


т НО _ 

е түү = ne tamel ‘б, (6) 
当 t 过 0 时 ， 

К ТКО" (Arsy) 


ә | 1 О 
= еі!" d 
W 1 + u° y 


= ле-‘-1) = ле = me lti, О Б (7) 


ЭКЕ, 5 


етте) „тү 


(6), (7), (8) 
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| des ат = жеб (= ° <1<e), 


+r? 


于 是 p: (Ё) =el", 
同 理 可 得 g,(1) =е-'!', 
而 Ф: +01) =p, t) = Фф: (2H) 
= ес 1211 —e-2 ti = Фф. (Hpt). 
但 是 5 和 ?不 独立 。 这 是 因为 可 取 c， 使 0<.P(E<c)<1， 于 是 
Р(Ё<с, т<с)=Р(т<с) 
ж Р(&<с).Р(17<с), 


进一步 的 讨论 | 

我 们 还 可 以 引出 多 元 特征 函数 概念 及 其 性 质 ， 利 用 这 种 性 
Жаик R. 32 — Б fl. 

1 + BB HL ЈЕ Ek 《sb Šas ty En HI MARHE Ez, 
…，z)。 定 义 它 的 特征 函数 | 


dF, се, 2), 
2 WRO Fas v f) Ж Gis Sa ++, ED 的 特征 
ЮЖ, HU 
=0161 + O52 + +a, 
的 特征 函数 
$. (t) =Фф(а;?, aaf, +з, аі). Е 
3 FB ERARE (5, 5), НОЖЕН 
的 形式 
fz, )=},(ж)],(0)+40,(ж)80,(0)›—8,(60)9› (z), 
ЖН СОР, СОЕ Bir fi W BE B Ж, 0701 (х) 10,00) (9, 
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Шы. 


(7) 夺 9g,(7)) 是 可 积分 的 奇 函 数 (容易 看 出 ， 这 样 的 二 维 分 布 密 
度 函 数 是 存在 的 ， 例 如 ， 图 数 
就 是 这 种 例子 )， 
对 任何 (XY，y)， 不 难 验 证 
1 (x, u)> 0 


和 和 | | J (z, у)ахау = 1, | 
分 量 = 的 分 布 密度 为 
Р 0 | fe, уйу 
-| ра), (u) + g (z), (U) 


~ g (u)g., (х) 14у 
= f (2), 
ПО} R: CHISPA ЯНЕ БЕ Уу 
f: Ou) = Л, (u), 
因为 JG, u)=< J i(2)f, (u), 


Pen Ep: Gep: (1), 
事实 上 ， 随 机 回 量 (51，s 的 二 元 特征 咀 数 
фір, Ё) = | | evtirf(z ydrdy 


. ‚ =a ' . nn . ` ` 
—_ Ф: 
= e l F 


.[f (z)f, (u) +J((7)9, (Y) 
= =g (u)g, (z) jdzdu. 
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= (| еу, DaS eiuf, (y)dy) 
|. 
-J 


= 


L ейн б, (x)ga (y )dady 
J git кзз (у), (хуахау 


= ф:,(?) еф, CE) ‚| |. еіі'х+ Наз 
91(х)9,(у)ахау 
-| |. ейин у (y)g, (z)dzdu, | 


— x 


由 此 可 求 得 61 + E: НЕЕ 
Pripet CE) = @( t, t) 


= pn (D + | | сї! + {у 


*9 (Z)g, (у)ахау 一 | |. енна 


“9, (Yq9o (xr) drdy 
= 4, (Í) p: (Ё), 


3 一 2 当 & 为 奇数 时 ， 随 机 变量 £ 的 特征 函 数 
9 (4) 在 {= 0 处 可 微分 k 次 ， 但 £58: 不 存 
在 的 例子 


и K E R И 


1 REINERS ETE, MRR 
(kan), H 
Pio = EE 
但 是 ， 当 ?为 奇数 时 ， 以 上 性 质 的 逆 是 不 成 立 的 ,也 就 是 说 特征 
° J22 ° 


函数 在 0 点 可 微分 # 次 ， 但 8 阶 矩 未 必 存 在 。 
在 举 反例 以 前 ， 需 要 证 明 一 个 引 理 : 
2 SE ”如果 随机 变量 的 密度 函数 S/C JERR ME 
WERKE DORE, H 
—1=ф(1)=1, 
事实 上 上 上， 利用 
јх) = f( — z) 
及 ё!* = cosz + іѕіпл, 
可 得 ШЫ! esf (mde+ | етеу сайа 
=| сеснен) fd 
=2| costzf (а), 
ФСР) Ў, Н -1<@%(1)<1. 


反例 
设 随机 变量 E 的 密度 函数 
() p 12152, 
e=. c ` 
тов » 7122. 


其 中 。 为 常数 ， 由 条 件 | сас = 1 决定 ,由 于 /一 z) =f(z)， 
自 引 理 可 知 E 的 特征 函数 


| ~ costr 
(Í) = — mm 
pii) zef Торт 


由 此 可 知 ， 一 二 2 是 ! 的 非 负 , 实 值 偶 通 数 。 利 用 不 等 式 0< 


] соѕх <тіп(2, х*), 对 t < 三 得 


e 123 。 


0= 1—@Ф(1) _ |. 1 = costr dr 


де 7) аот 
1 
-| L 1 созт + 1 — соѕ/т у, 


2 сора rlogx 


<24 | Ur + ?| -一 


Loga 1 x*logx 
; d 
„(г ах 
£ < КИН 
因为 | [ору ^0), 
dx 
| x Г 002), 


所 DJ 0 一 一 一 ) < 0(1), 


А> 0 时 ， 


0 二 -上 1-р) 2. 202.0(#) 


~ ——= =Ó. 


由 此 知 lim -PO =0, 
注意 到 p(0) =1， 故 得 pg’(0+0) =0, LAH 


Wp'(0-0)=@” (0+0), Mp o) =0, 
但 是 ， 因 为 


Е!&| - SSE СЕ С 
с” 2 


— dr 
‘Jogx 


| ` 1 
= 2c| dz = 5 C+ | | ——— 
А + 


2 Xlogx 2 Xlogx 
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= 2с lim (loglogA ~ 1081082) = + оо, 
13 . 


可 知 一 阶 矩 BE 不 存在 ， 

进一步 的 讨论 

关于 随机 变量 的 特征 苑 数 与 矩 的 关系 ， 综 合 起 来 有 如 下 的 
重要 结果 ， | 


定理 ” 没 F 是 一 个 分 布 函数 ， 具 有 直到 # 阶 的 各 阶 有 限 扼 ， 
则 忆 的 特征 函数 p 有 直到 2? 阶 的 连续 导数 ， 且 关系 式 
фы; =. Eš, 


АДЕ = 1, 2, б» п) М» 而 且 p 有 展 式 ， 
H Ñ р 
p (1)=1+ 5 (Eét) ЧЕ? + 0(1") (#50), 
k. 1 Н 


KZ, БЕ МУОРА E PS ФӘ ЕВ 
(it)? А а 
гу - + ОСА) (+0), 
ДОЛУ ИЕ, Ей» Ж, H 

Её =a, (ksn). 
мп АН, FHAA- iR, H. 

Её =@, (=n > 1) 
(证 明 参 阅 [1]，P142)， | 


p (I) = l+ `> (@)- 
kol 


5—5 分布 函数 绝对 连续 ， 但 其 对 应 的 
w ”特征 函数 不 绝对 可 积 的 例子 
в АЖИ 
定理 ” 设 特征 函数 p(1) 绝 对 可 积 ， 即 
| . 125 • 


| [p(t) dt оо, 


网 对 应 的 分 布 函 数 E(z) 是 连续 型 的 ，E“ (7z) 处 处 存在 ， 有 界 而 
且 连 续 ， 又 对 一 切 zZER1 


F’ (х) =f e-iixp(H)dt, 


但 是 p(t) 的 绝对 可 积 性 并 非 必要 ,即使 它 不 成 立 ， 定 理 结 
论 仍 可 能 正确 。 请 看 下 述 反 例 ， 

反例 

设 p(t) = (1+ 1+|)-:!， 则 不 难 验证 它 满足 P6lya 定理 (W. 
51]P168 定 理 3.6.3) 的 四 个 条 件 ， 故 p(t) 是 一 个 绝对 连续 的 
分 布 函数 所 对 应 的 特征 函数 .然而 ,p(t) 却 是 不 绝对 可 积 的 ， 
因为 


” 1 _ l on. 
|ы 2), тұр" e, 


5 一 4 特征 函数 9%( 轧 在 有 限 区 间 内 的 值 不 足以 
唯一 确定 此 p(t)， 从 而 也 不 足以 唯一 决 
定 分 布 函数 A(x) 的 例子 


有 关 概 念 和 命题 


1 两 个 分 布 函数 Fi(z) 和 Rs:(z) {Н Вие 111 
НАЕ Ф, (Р) Ф, (7) E 8 
2 ВЕРЕ Pq ФО) рар, Вр 


С і) |di < оо, 
ЩТ ЕКЕ ЕЈ, H.xF— Uz C RI， 
• ]26`* 


? — 1 | -{{х } 
F’ (z) ras p(t)dt., 


下 面 的 例子 表明 ， 一 特征 函数 在 有 限 区 间 上 的 值 不 足以 叭 
一 决定 此 特征 函数 ， 因 而 也 不 足以 唯一 决定 分 布 函数 ， 
反例 


(THegeHKO) 令 特征 函数 
1-14, t < | 
Фу (Í) = | (1) 
0, u >], | 


出 于 P91( 站 在 Ri1 上 绝对 可 积 ， 故 对 应 密度 函数 为 
fix) = | ep, dt 


„1 |. -itx iiz 
= | (1+t)e ak (一 了 eg 


1 1 Я 
ЛЛ ды ӨЗ] 


+ | + (е-!*—1,) | 


ix (іх)? 


— 1 1— “te үн 1 ~ COSX 
NX” 


. (2) 


Лх 
现 考 已 一 离散 型 分 布 ， 它 的 概率 分 布 为 


A Í 2 

P (&=0)=-—, P(E=(2R~1) л) =. 
5 Ds (E=(2k=1) л) = -p rm: 
(k=0, 1, +2, e), (3) 


p. siy Ж 2 рена" 


„1 0..2 5 соз(2Ё—1)!л + {зїп(2Ё—1)їл 
2 блг =. (2k — 1)? 


° 127 ° 


4 > cos(2k ~ tx 


_ 1 I 
"> t g: (96 1)2 ° 


К == ] 


以 下 来 证 当 Р < 1, pi) =p (E). 
实际 上 ， 在 区 间 外 <1 上 把 函数 g(t) = |t| 展 成 以 2 为 局 其 
РД SE H 6 


g(t) = Е + о .совил?, 


n=] 


其 中 系数 92 = 1d1 
a.=2| tcosnxl dt 


1 
= [2197 mi] -2 | sinnxtdt 
Дд D л 10. 


_ 2 | cosnmt ] _ созлл ~ 1 
ПЛ пл Q 


п°л? 
_ С 1) 01 
=ф*———„—-—=—, 
пл" 


4 


因而 G,,=0 (R0), а@;к-1 = RTD n” 


_- 95(2R 一 Dri | 
于 g(t)=1t со i 


代入 (1)， 将 所 得 结果 与 (4) 比 较 ， 可 见 当 ! 旨 过 1 时 ，91 (1) = 
p (f), BEP DAP C) 是 两 个 不 同 分 布 〈 一 个 是 连续 型 分 
布 ， 另 一 个 是 离散 型 分 布 ) 的 特征 函数 ， 

进一步 的 讨论 

寻求 特征 函数 被 其 在 一 个 区 间 (一 T，T) 上 的 信 完 全 确定 

. [28 • 


的 条 件 。 下 面 的 定理 (Marcinkiewicz) 给 出 了 这 个 问题 的 部 
分 解答 。 
定理 HE ЛЕШ 
gQ (t) -| e`dE(x), 


(1) 在 实 轴 与 过 zo 的 水 平 线 之 间 的 条 形 区 域 D 上 的 解析 开拓 ， 
(2) 如 果 g(t) 可 从 原点 分 近 的 一 个 区 间 ( 一 了 T，T) HR, 
析 开 拓 到 复 平 面 的 一 册 或 两 人 出 ， 且 从 原点 特 虚 轴 癌 上 及 问 下 行 
走时 首先 遇 到 的 自然 边界 点 分 别 为 4 与 B， 则 $8(1) 至 少 可 以 解 
析 开 拓 到 过 4 与 B 的 两 条 水 平 线 之 间 的 条 形 区 域 ， 且 在 此 区 域 


内 其 解析 开拓 必定 就 是 |e"*dF(z)， 


(3) 在 (2》 的 假定 下 ，9( 站 由 其 在 (~T，T) 上 的 值 完 全 
确定 (证 明 参 阅 [323， 中 译本 P228 一 P229)， 


(1) 如 果 | ei dE Z ARN, 则 | e't dE(x) ЖФ 


5—5 “特征 函数 列 的 极限 函数 
不 是 特征 函数 的 例子 


ЛЕР ФСР ТЕК, 上 一 致 连续 ， 且 
(1 <@(0) =1, 
反例 О 
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СР ЕВ. ЖОЕ 
1 " — 1 " ifa 
p, (t ) -| cost хах -1f e'trdx 


= f eitzf (z)dz. 


1 т ， 
po LEL-A, п], 


其 中 TRE 
О 0, XEL -NR nj. 

是 分 布 遂 数 

г 0 ,х<-п, 

Е,(х) = 2 7 +n | 

| 


l , TEM | 
的 密度 函数 ， BR WET ECR, Alimp) =Ф0Ф), ЖЩ 
1, t=0, | | 
0, f>=0, | 
因为 p(t) 在 t = 0 处 不 连续 ， 故 它 不 可 能 为 特征 函数 。 
进一步 的 讨论 | | 
ЫН, х БИДЕ ВА ЈЕ, Сг), ЖИЫ Ж 
F(z) = lim F,(z) =. (ух,ЄВү). 
它 不 是 一 个 分 布 函数 。 其 理由 是 显然 的 。 


p (1) =) 


5—6 “分布 函数 不 具有 再 生性 的 例 于 — 


有 关 概 念 和 命题 | 
1 〈 卷 积 公 式 ) 设 51 各 5， 独立， 则 和 sl + 6; 的 分 布 密度 
* 130°, 


{зы б) = fi Ofu бе dz 1) 


或 а) = | f: (и): (z— y)dy. (2) 


其 中 /:,、f;. 分 别 为 51 和 5; 的 分 布 密 度 函 数 ， 公 式 (1) 或 (2) Ж 

2 分 布 阔 数 的 再 生性 ) 当 两 个 独立 的 随机 变量 的 分 布 属 
证 闻 一 类 型 的 分 布 时 ， 如 果 它 们 的 和 也 服从 这 种 类 型 的 分 布 ， 
着 称 这 种 分 布 具 有 再 生性 ， 

正 态 分 布 、Poisson 分 布 、 二 项 分 布 、 居 一 分 布 等 都 具有 再 
+. 但是， 也 确实 存在 某 种 分 布 ， 它 不 具有 再 生性 。 

反例 

设 随机 变量 5, 和 5;, 独 立 ， 并 且 都 在 区 间 [ ~ a, al EBR A EJ 
匀 分 布 ， 易 知 E: 和 6 的 分 布 密度 函数 分 别 是 
ы, |x| <a, 


AORE 
0, |z]>a 


1 
AN ORE 


由 卷 积 公式 得 
ERRES -| эй» (z< х)ат, 


о р dt. 
现 分 四 种 情况 来 讨论 ， 
(1) 当 z 习 一 2 时， 积分 限 z- 4 及 z+a 都 小 于 ~ a, WRA ` 
数 在 积分 区 间 上 为 0， 轩 而- ， 


6131 ° 


firl) =0. 
(2) 当 z> 34 时， 积分 限 2~ 0 及 z+ 0 都 大 于 o， 类 似 地 有 
| feagal) = 0, 
(3) 4 ~ 2а0<2<08, RIA 


ZALZALA, = а<2 һаа 


gm р А 02-0, ај -а, 2+0, 被 积 函 数 
在 第 一 个 区 闻 上 为 0， 而 在 第 二 个 区 间 上 等 于 -元 所 以 得 到 


1 д+а 320 +z 
(а) = а= 2 
Йаа 48“ 一 4 Д 


(4) ҳо<2< 2а, RIIS 
- а<2-а<о, а<2ъ0<%90, 


ия ура арау К Је а, Rio 2+0], MARRAK 
Ж ЕР, 而 在 第 二 个 区 间 上 为 0， 所 以 得 到 


spi lZ) = dt = 


qa? * 
综 上 所 述 ， 我 们 得 到 随机 变量 A + EA ЭУ 
4q + 2 、 
(ae s Ма — 2a <z=<0, 
fesz) = | , "40<z<2a, 
\ Ü 9 212228, 
УШМ Л: ун. 


进一步 的 讨论 


-还 有 人 研究 了 分 布 图 数 再 生性 这 类 命题 的 逆 命 题 一 一 分 布 
苹 数 的 分 解 问题 。 邵 车 两 个 独立 随机 变量 之 各 服从 某 一 分 布 ， 
癌 是 否 能 断定 这 两 个 随机 变量 也 都 服从 这 个 分 布 。 已 经 证 明 ， 
. 132 >» 


WPF IESS ЯБ. Poissons HR MSM. EA ERLA. Е 
们 的 证 明 分 别 由 H. жт, Д. A 拉 依 科 夫 和 D. N. ЯАР ЯР 
给 出 ， 


5 一 7 ”分 布 函 数 F(x) 不 是 无 穷 可 分 分 布 的 例子 


有 关 概 念 和 命题 


1 一 个 分 布 函数 F(x) 称 为 无 穷 可 分 的 ， 如 果 对 每 一 个 自 

然 数 n， 都 存在 一 个 分 布 通 数 F.， 使 得 
hn 次 
F= PaF rP 

XEF Р, КР, Р.В. | 

这 个 定义 等 价 于 ， 一 个 特征 函数 p 称 为 是 无 穷 可 分 的 ， 如 
有 果 对 每 一 个 自然 数 n， 存 在 一 个 特征 函数 p,， 使 得 

9 | | | 

正 态 分 布 、Poisson 分 布 、Gamma 分 布 都 是 无 穷 可 分 的 。 
这 一 把 留 给 读者 自行 证 明 ， 

2 若 9(1) 是 无 穷 可 分 的 特征 阔 数 ， 则 g(t) 不 会 等 于 0 (证 
ASNC], Р279—-Р280), 

反例 

设 随 机 变量 2 服从 [~1，1] 上 的 均匀 分 布 ， 则 其 特征 函数 


sint 


9 (1) = 了。 因为 对 菜 些 tf、p(1) 可 等 于 0, 所 以 它 不 可 能 是 
无 穷 可 分 的 。 


‚133, 


3 一 8 无 处 为 0 的 特征 函数 不 是 无 穷 可 分 的 例子 


有 关 概 念 ” 见 例 5 一 7. 


我 们 已 经 知道 ， 若 p(1) 是 无 穷 可 分 的 特征 函数 ， 则 ФР) 
元 处 为 0 的 〔 即 p(t) 无 实 0 点 )， 但 其 逆 不 真 ， 我 们 有 如 下 的 反 
例 ， 

反例 

设 Р($=0)=1=Р, p(Ë=1)=p. - 
记 4=1- p， 则 和 的 特征 函数 为 

p(t) = (4+ ре"), 

RAPE N ER, фо) 是 无 处 为 0 的 。 但 由 于 
9 (1 是 个 可 分 解 的 ， 由 此 可 知 9p( 妇 不 可 能 是 无 穷 可 分 的 。 


5 一 9 无 穷 可 分 的 特 狂 函数 可 以 分 解 为 不 是 
ТВОЯ ВТ 


有 关 概 念 和 令 题 

1 关于 无 穷 可 分 的 特征 函数 的 概念 见 例 5 一 7， 

2 定理 (Lëvy-Khintchine HAR) 一 个 定义 在 Ri 上 的 复 
全 函数 p 是 无 穷 可 分 特征 函数 的 充 要 条 件 是 lnp(1) 能 有 表达 式 


araa Ре. а xŠ 
inp (D =iot+| (e -l1-— ) "ç dG (z), 


其 中 e€ Ri 且 G 是 Ri 上 的 有 界 、 非 降 、 右 连续 函数 ， 满 足 GC - 
со) = 0 和 G(+ co)<<co。 在 此 处 被 积 通 数 在 z= 0 处 的 值 由 连续 
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人 性 定义 为 
Gi —_1— 


{2 т? і? 
ттл TT 
此 外 ，c 和 G 由 9 唯一 确定 ， 其 中 G 被 称 为 g 的 LEvy 谱 (证 明 参 阅 
C13P, 239—244), 

3 定理 有 限 多 个 无 穷 可 分 特征 函数 的 飞 积 仍 是 无 32 可 
分 的 ( 见 C1), Р235), 但 其 道 不 真 ， 即 无 穷 可 分 的 特征 函数 不 
一 定 是 无 穷 可 分 的 特征 项 数 的 乘积 。 请 看 下 面 的 反例 


反例 
o0<a<b<1, HERRA 
Y dj- 17b 1 + ае-* 


1-а 1-~ бе ° 
Буф) = 0 点 连续 ， Н. 
1— b | z | 
{y= -i Ь bàeith 
Фф (t) 2 ae + (1+а ) 之 е | 


РИФ Ж Ж, ЖЕЕ, АЕА НН 


1—ф ‚у l-b А 
TW Р(& =) = (1 +аб)Б 


Р(5=-1) = 


(R = 0, 1, 2, ..). 
HOORN HJ 5 


Сы 


Ñ 
Ing(t)= У [0-10-09 (ет 1) 


к=] 

бв. 1 | 
十 _ e'th —. р | 
br + (1) ќа 


TÆR c= КҮ] , 


k=1 
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г-н. 


А 
和 а= - SRE Ст =l 2, 3,55), 
_ br + (= 1) It _ L. | 
则 аф?) =й. xš "ет + Dile А 
_ itk + К Л Proana 
ду И беу "Л! 


| “| — = — — _ 


] + ñ 
即 Inp(t) 能 表 成 LEvy_Khintehine 表 达 式 的 形式 ， 然而 G(z) 显 
然 不 是 单调 的 ， 所 以 9p(t) 不 是 无 穷 可 分 的 。 而 且 注 意 到 9p 也 不 
是 无 穷 可 分 的 ， 但 是 19j 是 无 穷 可 分 的 。 由 于 


b 1+ae:: 


у= 1-9 1+ае` 
?( ) l+a 1~ bev: иЗ 


— itk y ] +k? k 21: N ка|, їч 


P 9075 [е 1 


k = 1 
орукка G (о 
+(- 1) 7 (е р |. 
Ф OCE) = | фе) |? = фб?) ф(), 


re mo- $ loe piian" 


k= 1 


+ x HUETE yt- акен _ 1), 


1 


азо, САҢ ШШ, НЕ 0 з - 
ад: 


5 = Е ре (= Dic tat] 
(k=l, 2, 3, ©), | 
则 知 9 有 唯一 的 LEvy-Khintchine 表 达 式 ,所 以 8 是 无 穷 可 分 的 ， 
这 表明 无 穷 可 分 的 特征 函数 8( 雪 可 表 为 二 个 不 是 无 穷 可 分 
Е ВСР) 与 p(t) 的 乘积 ， 


5—10 ”随机 变量 的 矩 母 函数 不 存在 的 例子 


有 关 概 念 
HEEEL, F, P 上 的 随机 变量 ， 函 数 
M(s) = Еез- | (+) 
СН ВЕР 5, ШИЖ C) а ДЕЗЕ BRA 
存在 ， 
反例 


例 1 设 随机 变 盘 5 有 概率 密度 


P (5=6) = 


bk: (= 1, 2, .), 


> Sk 
因为 У еер s= kh) = >- ч 


ЗЭ] Ж 4s> 0 都 是 发 散 的 ， 所 以 上 约定 母 函数 不 存在 。 
[02 Fp8 ЛЕВЕ ИШ ЛЕ. ЖЖ E, Р. 布 
的 密度 函数 | 


= I 1 | | | 
ЄЗ т ра? (шЄ Кү), 
| ， 1 2 | 
Ж Е | e° А | — | | erett da = = |" _— аз 
-> ЛІ r> „лд 1 а 
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Х] {Е hijs> 0% ЖН. 


5 一 11 ”随机 变量 的 各 阶 矩 都 存在 ， 
但 矩 母 函 数 不 存在 的 例子 


有 关 概 念 ” 见 例 5 一 10 


反例 | 
设 随机 变量 5 的 密度 函数 
f(a) =Сес!*!° 0<а<1, z€R,, 
其 中 常数 C 由 下 式 决定 | 
cf e" lz 1 "dz = 1, 
s> o, HW 
| ette” [ж | “dz ~- [er s-s 1 ах, 
0 0 
因为 4 ~ 1<0， 故 | ee-…，dz 对 任何 *> Ой. 
由 于 | ЖЫ) ече се "дт + | ed 
= o — ° Ü 
>| енеси" 
Ü 
对 任何 3>0 都 成 羡 ， 所 以 :的 矩 母 函 数 不 存 在 。 | 
ий СЕ "= jape titas oo 
ЖІ ‚> EI E WE e + ЕУ ЖЕУ 
(1) 2 Е Жа, EEKE E (Kz) 
(11) 存在 正 数 v 使 
19:1 <Куок (К>1) 
〔( 见 [13P253 之 定理 4.2.2 和 P254 之 注 4.2.2) 
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= 2| Vsa ' e`’dy 
ХР ЛР А, BEE RRT Hñ: 
(*) 5 一 12 ”并 非 所 有 的 特征 函数 都 是 解析 的 例 地 


定义 ” 设 p( 站 是 实 变量 的 实 值 特征 函数 ，4z) 是 复 变量 的 
复 值 函数 ， 若 0(z) 在 |z|<p(p>0) 上 全 纯 〈 或 正则 ) 并 且 存 在 
620, Е <ó FE # 

p(t) = 0(2), 
则 称 p СР) R: АЕТ ДЕ К, 

我 们 知道 ， 二 项 、Poisson、 正 态 和 Gamma 等 分 布 所 对 应 
的 特征 函数 都 是 解析 的 特征 函数 ， 但 并 非 所 有 的 特征 函数 都 是 
解析 的 。 请 看 


例 1 Ú 
¿— f (z) = ` (а:>0), 
По о ЙЕ Ж | 
pt)=e lilo | (0<a<2)., 


但 它 不 是 解析 的 ， 事 实 上 ， 由 于 q(t) 在 t= 0 处 的 二 阶 导数 不 存 
在 ， 履 其 二 阶 具 不 存在 ， 于 是 由 文献 LI13P253 之 知 理 4.2.2 策 


ф(ї1у=ес}'!в (0<0 <2) 
不 是 和 解析 的 。 
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(*) 5 一 13 ”消去 法 对 一 般 特 征 函 数 之 分 解 
不 一 定 成 立 的 例子 


例 1 Bian 
l эру, | 
ф,(#) = 1-~ 11-281, GIR It<2k+1, R=0, ` 
| | ! | +1, = 2, .. 
我 们 有 9,(71+2) = Фф, (Р), 
即 p:(f) 是 周期 为 2 的 特征 函数 。 显然 
gQ (t)=m0,(1) lts, 
В. PHS p (1), (Р) = Фф, (РФ, (Р), РСЕ, зу. 


但 ФС) Фф, (Р), ЄК, 
Вр ЖКА — АРЕ р 3 ЛУ ЭРЛ — E ЗУ. 

注 然而 若 p、9:、9: 缘 是 无 穷 可 分 的 特征 函数 ， 且 

Е Ф= Ф.Ф, = ФФ; | 
时 《gs 为 一 般 的 特征 还 数 ， 不 必 是 无 穷 可 分 的 )， ТЕГЕ, 可 
分 的 特征 函数 pi: DER, Wo: =p: MELZO M E S 
式 两 边 消去 ， 即 此 时 消去 法 成 立 。 


CO 5 一 14 “无 穷 可 分 的 特征 范 数 存在 ” “、 
不 可 分 解 因子 的 例子 | 


HAEA 
首先 我 们 有 如 下 著名 的 辛 钦 (Khintchine) 定理 ,无 不 可 
• {40 a 


分 解 因子 的 特征 函数 是 无 穷 可 分 的 ( 见 [1]，P264 定 4.3.2), 
但 其 逆 不 真 ， 即 无 穷 可 分 的 特征 函数 不 一 定 无 不 可 分 解 的 
因子 ， 我 们 有 如 下 的 
反例 
设 0 过 a 二 1， 则 


@ fn 
ФС) = r = € ЕЕ 
一 人 和 


= ехр{1п(1—-а@)—1а(1—ас!'!)} 


= erpi У С ы 1 | 


{= = 1 


= [] струе" D}, 
i -1 


由 于 p(t) 是 具有 poisson 型 特征 函数 之 无 穷 乘 积 ， 所 以 由 文献 
[1 237 命 题 4.1.4 知 p( 划 是 无 穷 可 分 的 特征 函数 ， 


HFP) = (1-0) 5 (аен)? 
j = Ü 
“。 p(t) 是 几何 分 布 
р(б=ј) = (1-0)аі, j=0, 1, 2, +, 0<а<] 
为 一 方面 ， 对 于 jzl<1 
(1—z)-1 = У х? = I] a+r, 


“ P(t) 可 改写 为 


elile 


| | | j t 
注意 到 gj(t)= 1106" 
M i TT 
+a?’ 
j 
= 1 ‚ен _ а? _ 
1 +a: 1+@?' ' 


"Pj(t) 是 5 之 特征 函数 ， 其 中 6j 满 足 


а?” 


НЕ, 


р(5;= 0) = | Laz, р($у= 27) = 


且 9i(t) 对 于 j= 0，1，2,… 是 不 可 分 解 的 ， 即 无 穷 可 分 的 特征 
溺 数 p(4) 它 是 可 数 个 不 可 分 解 的 特征 函数 pj( Р)НЈ2Е Ж 积 。 


‚1742, 


第 六 章 “ 与 收敛 性 有 关 的 反例 


6—1 Ф Е, хә) ЕГ), 
IBF (z) RE y fs ВОЈ 


Ж ЖЖ 5 


对 于 分 布 光 数列 {F(z)}， 如 果 存 在 一 个 函数 F(*)， 使 
limF,(z) = F(x) 


在 F(z) 的 每 一 个 连续 点 上 都 成 立 ， 则 称 Fu(z7 弱 收 伍 于 了 (z)， 


并 记 为 F(x) 一 一 一 FP(2),- 

尽管 {F,(7x)} 是 分 布 通 数列 , 且 F,(7) 一 一 ~>F(7X), 但 极限 消 
数 却 未 必 是 分 布 函 数 ， 由 此 “{F.(z)} 弱 收 伍 于 分 布 函 数 F(X)” 
和 “{F,(z)} 弱 收敛 于 F(z)” 两 名 话 有 很 大 的 差别 。 前 者 不 仅 要 
后 者 成 立 ， 并 且 还 要 求 F(z) 是 分 布 函数 。 


反例 | | 
例 1 考虑 具有 退化 分 布 的 随机 变量 序 列 {5„}, EMOH 
列 为 
plE, =) =} (п=1, 2, 3, +), 
TH V P 2y Т 0 
орз) 210 TSh 
ls >Н, 
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5 F(z)= 0 (z< Ri), 


ШЖ, HEMER, 8 
limF, (x) =0 = F(z), 


因 i E) =F (2), НЕС) ЖУ Ж Ж. 
02 见 例 5-5 中 的 “进一步 的 讨论 *。 
6—2 ”分布 应 数列 让 ,(x)- ->F(x)， 
但 f(x) 不 唯一 的 例子 


有 关 概 念 ” 见 例 6 一 


反例 
考虑 正 态 随机 变量 序列 { 扎 }、 忆 一 N(0, 工 ) 它 的 分 布 函数 
F, =, -— | 
уо: а) oN КЫ dy, ' 
«ту = £ КАШИ. | | x 
F(x) "ы. e` +3 ГР, 
V RAI a 


B: гом, lim P,e) = | , 


ща 0н, | П, (2) 0, Ое К 
所 以 F(a) F), | 
这 里 
F(z)=1° А r<, 
1, *—>0, 
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园 为 x = ОЖ) ЈАТ Н, AET = 0 处 极限 函数 取 男 外 的 
{+ BI I | 
Г 0» r< Oy 
Gray = ` 0 | 
Li, z>0, 

Со), ЕЗИ (Е, Сауу яг ATF 


ДАВЕ, (2) 一 - 
ВАУ АН) А Ж, 
一 步 的 讨论 | 
如 果 要 求 极 限 函 数 左 连续 ， 那 么 极限 函数 必 唯 一 ， 即 - 
(РС) ) 为 任 一 列 分 布 函数 ， 而 且 
Е„(х)—#—->Сү(х) F,(zy—# G, (2), 
XG, (ХУС, (хә А МАВ, WG a) =G), (VIER). 
请 读者 自行 证 明 这 一 结果。 | 
6—3 即使 limé&,(0) = 5(0) уо € 人 2 都 成 立 ， | 
也 不 能 保证 lim Г, (л) F(t) 对 YTER, 
“成立 的 例子 БО Е 
HARA 
在 ECz)- 宇 -FEOz) 的 定义 中 没有 要 求 在 极限 函数 FE(z) 的 不 
连续 点 处 的 收敛 性 。 因 为 如 果 希 望 limFu(z) = F(x) 对 yz € R, 


都 成 立 ， 那 么 要 求 就 会 过 于 匣 刻 ， 结 果 连 处 处 收敛 的 随机 变量 
序列 也 不 能 满 足 这 一 条 件 ， 


» 345 s 


反例 | | 
E C,(n=1, 2, 3, 0 бу) Erik Sk Chu ЖОР 


я, ҢС<оо, 
在 概率 空间 (Q, F, p) 上 定义 如 下 的 随机 变量 ， 仿 
£. (@) = C, (Vo C Q), 
Ë(@) = C (vo € Q), 


E. P(š,(@) = С„) = 1, 
P(E(@) = С) = 1, 
显然 ， 对 每 一 个 OG&， 有 
lim 5«(®) = &(@), 
然而 =s,(@O) 的 分 布 函数 在 Ri 上 不 是 点 点 收敛 的 . 
事实 上 ， 这 时 由 于 5 (n= 1]，2，…) 及 E 的 分 布 函数 已 (0zZ) 
(= 1，2，…) ЖЕСЕ К: 


-一 2 

F,(z) = {0 <Ç, m=], 2, Ө), 
1, z> Ç, 

F(z)= 1 r< Ç, 

О 1, >С, 


当 z 夺 C 时 ， 有 limF,(%) = F(z)， 这 是 因为 ， 若 <C， 则 F(z) 


= 0。 注 意 到 {C,} 严 格 单调 上 升 收 剑 于 C， 故 对 任何 np>1,Cu< 
C，jim C,= C， 因 此 ， 了 自然 数 N， 当 m>N 时 ， C,>z， 于 是 


Fu(z) = 0。 所 以 limF,(z) = 0= F(z)。 类 似 地 可 证 当 z> СВ, 
limF,(z) = F(z)。 但 在 F(z) 的 不 连续 点 C 上 ，F(e) = 0, Е, (с) 
= 1, W@limF,(c)as P (c), 
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6—4 Е.(х) Е (х), {ВЕ&-—>Е&$* 
不 成 立 的 例子 


有 关 概 念 ” 见 例 6 一 1。 
分 布 函数 的 弱 收 敛 推 不 出 扼 的 收敛 性 。 


肥 例 . 
设 F, 为 分 布 冰 数列 ， 定 义 为 
RE х= Ù, 
F(x) = | 1 21, 0 <r<n, 
| з 
L 1, >n, 


BRF, (z) Ех), ЖЛЕ) ETRA ЕНУ ВК 
F(z)= 1” TSU, 
| 1, 22>0, 
注意 到 F,(x) 是 带 有 概率 分 布 


ol smal 
P(Ë =0)= 1 pP P(E, = п) > 
的 随机 变量 5 的 分 布 函数 ， 而 F(z) 是 在 z= 0 处 退化 分 布 的 随机 


变量 5 的 分 布 沙 数 ， 所 以 我 们 有 
EE = пе = пс! (R= 1, 2, ~), 
Eš" = 0. 

于 是 对 任何 K 之 1， 


EE} -х—>»Е*, 
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Е 
在 本 款 反 例 中 ， 不 仅 有 
EE -—>ЕЁ*, 
而 且 对 任何 & 演 2 
Е(5.- Е&„)*#-—>Е(Е— EEY, 
这 是 因为 EE = 0， 故 对 任何 & 之 1， 
E(¿ — Еб) = FE = 0, 
{Н Eé,= 1, 
改 E (En = Её.) = Е(&„— 1) 


=(-1)*%(1--) + Cn- peL, 


所 以 当 k 关 2 时 


Е‹&, ш Е&„)*->сс, 
АХ E(E, ~ ЕЁ „)у#-х—>Е(Ё— ЕБ), 


6—5 ЁР„(х)-*-——>К(х), 但 Fx) -> F(x) 
不 成 立 的 例子 


HARA 


F,(x) 一 —F(z), 
HE F,(+co)—F( + co), 


则 称 {F,(z)} 完 全 收敛 于 FE(Gz)， 记 为 ECz) 一 人 一 ->Fozy)， 
一 般 说 来 ，F,(X) ———Е(хт)Ж-Е=ҖЕ,„(х)—©—->»Р(х) 
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例 1 BFC) = (хЄК,), 


对 每 一 个 h 宇 1]， 定 义 
í 03 т — {@ | 
| 1 


F, (2) = | 2? 


1 
= ALEAN 


о r> №, | 
显然 FE(z) 在 整个 Ri 上 连续 ， 且 对 任何 YERI， 有 PFCZ) >F), 


ш 


所 pE, CX) ->F (x), {Н М n -> co 时 
1 


Е„( — со)+=0——э-- =К(- со), 


F,(+ оо) = A> = F( + oc), | 
故 F (х)у-©>Е(х), | 
2 设 G(z) 是 一 分 布 通 数 ， 则 G(- с) = 0, С(+со)= 
1 ЖА — “021, ЕМ 


F(x)= С(х+и) (ЕР), 
则 F, (zy 单调 不 减 ， 左 连续 ，F,(- ос) = 0,F,( + со) = 1 显然 对 
vé R, 

limF,(z) = limG'(z + n) = С( +оо) = 1, 
于 是 Ех) Е) =1, 

c 

但 是 ， К ғ, 一 Ç ) = 0, mF( = со) 一 1, 所 以 ， F (£z) Ta- 
Е(х) RS.. 
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6—6 #05 ЭЙ Сос) ВЕ ТЕ ШЕРА: 
(p. EDATEA KoG), 
p(f) 在 ! = ОЗЕ, METH EGE 
全 于 某 分 布 函数 的 例子 оз 


A A р! 


( 逆 极 限定 理 ) 设 特征 函数 列 {9,(1)} 收 全 于 某 一 函数 p( 
НФО) Ег = ожа, НААУ ТРАЕ, Са) з S 于 
一 分 布 图 数 F(xzy， 而 且 9( 纪 是 F6z) 的 特征 函数 ， | 

需要 注意 的 是 ， 在 此 定理 中 ， PEL = 0 处 的 连续 性 是 


可 少 的 条 件 ， 
反例 
i S ‚ ре 
ф„(1)=‹ H (R=1,2,3..) 
1, £= 0 


则 {9,(f) 是 一 列 特征 函数 。 事 实 上 
Sinni та! e'da =| ef (z)dz, | 


ni 2n jJ- 
-, LEL- n,n], 
其 中 f, œx) = KE КА 
о, EL -RN 
JE 27 Ят | 
(0, TSh, 
、 T+ hH 
Р,(2) = 4 2n $ -NTR 
(1 ri rn, 


的 密度 函数 。 BA, WENA 


. 150 ° 


limp, (t) = p(t), 
1, ї=0, 
P=] 
- 0, í >= 0, 

DEt = 0 处 不 连续 ， 也 不 是 特征 函数 。 
ЛЕ, AVTE RI, 

limF,( x) = F(z)= | 
F.(z)— > F(z), | 

EF) Д рр. 


进一步 的 讨论 
Ж HERRIE E E E, E oG), 
СУДЕ RKA, M (F.(z)) D AA 58918 SUT E ЛЕВА. 


6—7 ”由 525 推 不 出 相应 的 分 布 密度 郴 
数 或 概率 分 布 的 收敛 性 的 例子 


有 关 概 念 
1 设 {7x;} 为 离散 型 随机 变量 的 所 有 可 能 值 . 而 P(X;) 是 5 取 
T, ЖЖ, BH І 
Р(Ё =x;) = p(rz;) (I=1,2,3: 7. Je 
{р(х:): ii=1,2,3…} 称 为 随机 变量 5 的 概率 分 布 。 
2 (〈 依 分 布 收敛 ) 设 随机 变量 所 (@)，2(o) 的 分 布 珊 数 分 别 


是 FE(z)、F(z)。 如 果 F,(z)—>F(z), 就 称 {E,(w)} 依 分 布 收 
ARE), JEK Ew Ew), Eh EDERRA A] 
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ZH БТЛУ BE АЕ ҖЕ 21 B) 18 S hk, 


反例 
设 {5,} 为 离散 型 随机 变量 序列 ， 具 有 概率 分 布 
1, Мт=2+ 1, 


P, (z) р(#ё, = х) -| 
0, 其 他 


注意 到 在 点 x= 2 处 ， 对 任何 # 宇 1]，p,(2) =0， 
所 以 limp,(2) = 0, 
当 X 丰 2 时 ， #z<2, JII) 

limp, (x) = 


1:22, ЕҢ #7, `ú n> NH, 2+1 <, #р„(х) =0， 于 
是 

limp, cr) =0, ` 

limp, (2) =0 L и сж) 


0 9 a' = 2 + 1, | 
Р, 


Fep E, <) = | | 


or 
1, z>2 + ° 


显然 F,(7) 一 ->F(x)， 这 里 | 

0, r<2, 

F(z) = 
1, r>2, 

可 见 F(X) 是 在 x = 处 号 化 的 随机 变量 的 分 布 函 数 ， 所 以 它 相 

应 的 概率 分 布 为 


° ]52 ° 


1, *=2, 


0 ， 其 他 . 
与 (% ) 比 较 ， 知 limpv(z)sp(z)。 此 例 表明 由 E-E ЖЕ 
不 出 相应 概率 分 布 的 收敛 性 ， 
进一步 的 讨论 
关于 随机 变量 序列 的 依 分 布 收敛 与 相应 的 概率 分 布 ( 或 密 
СВЕВА) 的 收敛 性 之 间 的 关系 有 如 下 一 些 结果 ， 
定理 1 设 &, 是 取 整 数值 的 随机 变量 序列 ， 
£ P, (k) SP (E, = h) (k=0,1,2..) 
Ж6а(% =1,2,3,…) 的 概率 分 布 ， 而 
p(k)==p(ë = k) 
是 5 的 概率 分 布 ， 则 О, 
„(х)——>р(х) (т=0,1,2++.)‹=> £ — ë 
(HEHH 2 2], p242), 
定理 ? 设 和 (n=1,2,3,…) 和 5 是 连续 型 随机 变量 , 使 得 当 
H— oo 有 时， IDAD IL PAER EATE RR 成 立 ， FEB f, #7 
分 列 为 6, 和 5 的 密度 函数 ， 则 有 E, > (S 阅 H. Scheffé, A 
useful convergence theorem for probability distributions, 
Ann, Math, Stat, 18(1947), 434—438). 


p(T) =p(E=7)=1 


6—8 5,00) 500), {ВЕ (о) о) 
不 成 立 的 例子 
有 关 概 念 和 命题 


1 КУЛИК) 6—7, 
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2 ЮКИ) 如 果 
limP{ o| (0) ~ (0) |226) =0 


хјуё>о э, WH 则 称 随机 变量 序列 {&,(0)} 依 概率 收敛 于 Ela), 
并 记 为 5 (®)——>Ё(ф), 
3 ЕЖ), (о)——>&(ш), ME, 197—260), 但 ZE, 


Е (о) 25 (оу, м ERE, (Ф) эф), 
反例 
设 样本 空间 8 = {ol,o 2,), Poi) =Р(Фз) = 定义 随机 


变量 E(w@) 如 下 ， 
¿(@ ) = —1, (о,)=1,. 
MEHA 1: 725 


от 
2 2 | 
| Wn, FE) = - (о), ВЕ, (о) 布 列 也 是 


(ж), 所 以 5,(0) — Elo), 但 对 eo = 1 f 
PJE Co) -Elo |>е,) PE) =1, EoD 
+р(5,(0) = ~ 1, (@) =1) = 7 (01) +P; ) = 1 


因此 £, oE), 
进一步 的 讨论 
虽然 由 名 (о) оу ЖЕ со) > keo), 但 在 特殊 场 


合 下 却 有 下 面 的 结果 А 
定理 设 C 是 常数 ， 则 5„(®)—> C <> E (0)—>C 
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(证明 人 参阅 [6]，p263)， 


6—9 £ (0) >E(@ HBE — EE (yk>1) 
不 成 立 的 例子 


HRES 见 例 6 一 8 


反例 
设 随机 变 景 5,(@) 的 分 布 列 为 
C P(EË=0)=1- l Р(Ё, =п) = (п=1,2,+), 
Fi r; 
随机 变量 5(o) 的 分 布 列 为 
р(Ё= 0) = 1, 
则 对 Vs>> 0, 


р(о | |E (o) — (0) |228) = P(|Ë,| >ë) 


=Р(Ё, =п) = 1-0, 
H; 


所 以 Ёо) > EC), 
但 是 下 站 
Et = 08.1 = 0, 
故 对 任何 8 宇 1， 都 有 
ЕБ œx Et, 
进一步 的 讨论 
可 以 证 明 下 述 结果 ， 
定理 ”如 果 {5)} 为 正 态 随 机 变量 序列 , 且 6, 一 >5&， 则 有 
155. 


EE, >EE,  DE,—D5. 
为 此 先 证 明 一 个 引 理 : 
引 理 设 {PF(z)) 为 一 列 正 态 分 布 函数 ， 它 弱 收敛 于 分 布 
函数 F(z)， 则 PCz) 也 是 正 态 分 布 函数 。 
证 明 设 F.、F 所 对 应 的 特征 函数 为 p,、 几 由 假设 ， 不 妨 
可 设 


ЁС. $. ( í) = exp{ia,t ‚_ 20% t 9 r, 


由 于 Fi(z)- 一 > FCz)， 

所 以 $(1) = limġ, (t) = limexp{ia,t - 50118} C-l), 
因此 如 果 能 证 明 极 限 limo, 和 limo: 存 在 , 则 本 引 理 就 得 以 证 明 ， 
由 (*-1) 得 | 
exp{ онг} = 6001-1601. 

БЕ ФСГ) 3ESE H 000) =1, 小 在 1 = 0 附近 必 存 在 t A= 0, 


ЖФ(1Һ) 0, АШ 


| ошен so 
从 而 证 得 极限 


lime iSo 


由 上 段 证 明 以 及 假设 FE,- 一 >E 可 知 当 fEF[o,1] 时 ， 一 致 地 
有 
ф„(1)->ф‹(Ё) 


各 expo? 一 > ехр{--0* г}, 
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| 一 至 
因此 exp(ia,t] = Ф000 exp{ Zoti} = 


1 2 р? | («9 
Фс ехр{-0 і ,  C»-2) | 
故 得 | Фс2)ехру-1.0113 = lim её" | = 1, 


现 取 积分 路 线 


C,: z=expíiíia,t y, 0=<1=1, ` 


C; z= $1)exp{ 2.021" А О<#<1, 


既然 在 积分 路 线 上 | zl| =1 冯 0， 再 根据 (*-2) 得 
于 是 证 得 极限 lim w, 全 o 的 存在 性 。 进 而 有 
li) =ехр{{а! 下 | 


所 以 F(z) 是 数学 期 望 为 0， 方 差 为 o 的 正 态 分 布 函数 ， 
利用 此 引 理 就 可 容易 地 证 明 上 述 定 理 ， 事实 上 ,着 设 F,(x) 


和 F(z) 分 别 为 所 和 # 的 分 布 函数 ， 由 总 一 >E 推 得 5, 一 >E, 从 而 


F,(z) -一 >F(z)， 再 由 引 理 知 R(z) 为 正 态 分 布 函数 ， 且 BEE, 一 > 
Её, D: ,— Dš, . 


6 一 10 ¿. -一 >& 但 8, >л] 


有 关 梳 念 和 命题 


ї 〈 依 概率 收敛 ) 见 例 6 一 8， 
2 (JU FAL AFi ВЖИ ЖО) 设 E(@)， &1(®),ё,(Ф), 
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,0)，… 均 为 随机 变量 ， 如 果 
Р( o| limë,(@)2 = 2(ф)) =1, 


则 称 代 ,(@)} 几 乎 处 处 (或 概率 1) 收 人 鳃 于 E(8)， 并 记 为 
Eao —> (o), 


‚$ | 
3 фї Ё, (O) LEW), | 


Р 
Fi 200) —> (0), 
4 〈 波 雷 尔 一 康 特 立定 理 ) 设 41,A4,,A4,,… 是 随机 事件 序 
列 | 
(1) P(A) <o, ` 
“1 
则 P(limA,) = 0 


(上 极限 事件 jim 4, 的 概念 见 例 1 一 16)，。 
(2) 车 {4,} 是 相互 独立 的 ， 且 


УХУ Р(4,) = оо, | 


则 P(lim 4,) =1, 
下 面 的 例子 都 将 表明 ， 由 总 一 >E 不 能 保证 志 - 人 > 成 立 ， 
”反例 | 
1 HQ = (0,11, THO, НЕН НИКЕ К, РЈ) 
ПЖ Е, 则 (4,:9 , P) y — W 3 E, 令 
150 (0) =1, Є (0,11, 
} 
1, оЄ (0, 1] | 
ni Y (@) = | ; 
0, ®Є (> 1] 
158 ° | 


(0, өє(о, 1], 
15:00) = 3 _ 

(1, оє (> 1). 
一 般 地 ， 把 (0,1] 分 成 8 个 等 长 区 间 ， 而 令 


ж 一 1 i | 
|, oC Á Ё K J {= 1,2, R 


lo, oE (=n, 去 МЕШ 

定义 £ (@) =n, (Фо), Ela) = (0), Ёз (0) = 12 (0), | 
&,(®) =N o), Ё,(@) =n (ш), +“ | 

ME (6) ВВ ЖЕШ, LEO- ЖАН 

v0<e<1, поо, Ж 
P(@|1£,(@)— 0| >e) 


= P(oE (227, —) = Z. 
(因为 n=i +2 ATD, c 4 q—= co 时， k, >o), 但 是 在 (0 ， 1] 


НЕ 0, Sin coll, 
En (Oo) 0 
PRERA. ЖАЙ учо, E (0, 178, AMARGA Losa 


i， 使 得 
mh 


Wn 
М 700) =], 
换言之 ， 当 我 们 沿 数 列 
&10\®6),&6»(@®,),8&5(@,), 
атг, 不 论 怎 样 远 ， 8536 FW, ЕДЕ, (o, )->0 KAER + 
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ni? (0) = 


这 ， 也 即 上 (oO) 在 (0,11 上 处 处 不 收 印 于 0， 因 而 它 更 不 能 几乎 
处 处 收敛 于 0。 - 
由 些 可见 ， 随 机 变量 序列 依 概率 收敛 的 概念 ， 较 几乎 处 处 
收敛 的 概念 为 弱 ， 较 处 处 收 纹 的 概念 更 弱 ， 
例 2” 设 随机 变量 上 5,(o) 的 分 布 列 定义 如 下 ， 
P(E, = 一 ) =1-4, Р(&=п+1) = 2 | 


(п=1, 2, 3, +), 
ЗНН ҖЕ a(n =1,2,3, HEIMA. 


不 难 证 明 环 一 >0， 但 6 一 >0 不 难 成 立 ， 事 实 上 ， 若 令 
A, = {0 |£, (O) =п+1}, | 


则 有 Р(А,) = 一 ， 


сз 


从 而 УР(А,) = 5 — = оо, | 
n" - 1 


r = 1 


由 波 雷 尔 一 一 康 特 立 引 理 知 
P(lim 4,) = 1。 
由 于 P(limA,) =P(olo 属 于 无 穷 多 个 4,) 


~、 =P(Oi 对 任何 自然 数 N， 总 4>>N， 使 名 (oO) =п+1) 
<Р(о 12,(0)Ә ЖРО), 
于 是 得 到 P(ol8(o) 不 收敛 于 0) =1, 
因而 如 不 可 能 几乎 处 处 收敛 于 0， 


进一步 的 讨论 


虽然 在 一 般 情况 下 从 随机 变量 的 依 概率 收敛 性 推 不 出 几乎 
处 处 收敛 性 ， 但 是 下 列 结 果 还 是 相当 有 用 的 ; 、 
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1 (定理 ) 著 {56} 是 严格 递减 的 正 随 机 变量 序列 ， 则 


E 50е £,—>0. 
MEB 充分 性 显然 。 
下 证 必要 性 ， 
由 [1]p43 可 知 


E= >0<>lim P{JIIS|>el}=0, 
对 Ve>0。 由 于 5 0, m < RJ, 


|En! > Erl, 
故 {16.]22) {!&Һ];>є}, 


VIRES } = |En >E], 
Р, | =P{|é,|>e), 


lim PÍ )Г1&„|:>е1 } = limP(|#,] >e) =0, 
H КЕШЕЛЕ “овна, 20, Wa >о, ШЕ, 
2 〈 黎 斯 定理 ) 车 &, 一 >&， 则 存在 一 个 子 列 (En, #>1) 


В E, U (k>) (证 明 参阅 [31)， 


6 一 1] 波 雷 尔 一 康 特 立 引 理 (1) 的 逆 不 成 立 的 例子 


A K Pt As Яп i 


波 雷 尔 一 康 特 立 引 理 见 例 6 一 10。 
对 随机 事件 序列 (А) 放弃 独 艾 性 的 要 求 ,那么 即使 
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P (limA,) =0， 但 并 不 能 保证 > P(4,)<ee 成 立 。 请 看 下 面 
wass #=1 . 


的 反例 。 

反例 

ЊО =[50,1]， 多 是 0 的 波 惫 尔 子 集 类 ， 而 P 是 惑 风格 测度 。 
N | 


А,=(0, 1) mel, 


mij A DA, D DA, D", P(A,) = 


1 
KA P А) = P(A JA, )= РОА.) 
7 naj Кый M = 1 


=P( lim A,) 一 limP(A,) 一 lim 一 =0, 


但 是 УР(А,) = > 21 =ç, 
n=l ККУ 


在 本 例 中 请 4, 显 然 是 相关 的 。 
6 一 12 £E E- ERRARE — 


Ах 
^1 GRRR 见 例 6 一 ` 
2 (7 一 阶 收敛 ) 设 随机 变量 5, 和 5&， 有 
Е|&„|'<+оо, EJE <+, 
其 中 r> 0 为 常数 ， 如 有 果 
о [2,- 6707. 
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ME Wk kapa, HA 2,22, ШӨН r=2 Bb, Ж 
3J2—Erlk kat) ik k, ЕЕЕ. 
з (定理 ) 若 {&,} 7 一 阶 收敛 ， 则 (Z, 依 概率 收敛 ， 即 由 


E, 一 >E， 可 得 所 —>&, 但 反之 不 然 
反例 
设 随 机 变量 序列 {6,}， 其 概率 分 布 定 义 为 


Р(&„=0)=1=-—у, Р(&= 
(r>0, hn=1,2,3,."), 
则 EJE, | =n" + =1) 
TË 5,2-0, 
但 是 我 们 有 5 


> 0, 
WE, уруғ 0, Фен, W| 
РС |5,2) = P(|ë,| = m) = 


#re> n, ЇЙЇ 

Р(|5,|2>2) = 0, 
ЕК, ўлову, А 

lim PC ё„|>ё) =0,_ 


6—13 i@0<s<r, E> EB E> ERRER BIF 


有 关 概 念 和 定理 
1 (К) 0, 16—12, 
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2 定理 #r>s>0, ДИҢ é- ENEM EE ` 
HEH 记 | 
В„=Е\&|"<оо, 
ДІН 6 Ж А L 2Jp103 1, УР, 2<А<н, 有 


i 1 
k-i 


k 
B,-,<B,, 


于 是 当 s 二 r 时 ， 有 
EJE E|" ={ГЕ|&,— &|1}'<с{ГЕ|&,- ENT’, 
5,8, О 


`. Е|&„—&|'<[ГЕ|&„—-&|'17—>0 (n20) 
ЕФ. 

НЕ Ж НИ ДУҢ, АЛБИ FB 

反例 

设 司 为 随机 变量 序列 ， 其 概率 分 布 为 
1 


| | 
Р(2ь=0)=1——-‚ Р(ё, =п) = — 
n- n 


(п=1, 2, 3, +), 
1 _1 


i E |Ë, | = f r. = в”? (n— o°), 
1 

Вр £, —> 0, 

Í Е|&|®=н'. \-=1з—›о, 

因而 E, —> 0 

不 成 立 。 
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6—14 有关 r- 阶 收敛 与 几乎 处 处 
收敛 之 间 关 系 的 反例 


(1) 5 一 >5， 但 6。 >& 不 成 立 的 例子 
(2) 6, 一 >8， 但 5, 一 >& 不 成 立 的 例子 
(3) ,一 >8， 和 &, 一 >& 都 成 立 的 例子 


1 Shr iri gO Л, 6—12, 
2 {EJL РАБА 9) DL ‚6—10, ' 


3 (定理 )5， .5 的 充 要 条 件 是 ， 对 Ve 上 0， 有 
f limP (0-а >e) =0, (ж) 


全 


反例 | 
CORRA 在 例 6—10 0 款 的 反例 中 我 们 已 经 证 明了 3 


一 > 0 不 成 立 ， 可 是 ， 对 任意 7 二 0， 
k r i=] i С] 1 | 
Еп: (ol = P(( =L, —])= 1. 
`4n— col, H 
E(R—-1) . А-1) 


n= —— +1=<— + R, 
2 2 


lim E |Ë, (@ ) "= Е) (о) |” 
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所 以 booo. 

(2) 的 反例 设 &=[0,1]，Z 为 [0,1] 中 的 波 雷 尔 集 类 ， 
P 为 勒 贝 格 测度 ， 

对 每 个 "之 1、 r> 0, 令 


л, OCI 0, 21|, 


u 


显然 ， 对 任意 @ € [o, 13 lmt, (o) = 0, wE (o) —>оз/. 
Ну 21820, A 


Е!5,1"=п"Р([о, —]) 


й ё, — 0 不 成 立 。 
(3) 的 例子 设 {5,} 是 随机 变量 序列 ， 对 任意 "之 1 ,的 
概率 分 布 为 


JAHE r> 0, | 
se 
从 而 &——>э0, 


322 718], XH <k, |8,12 15,1, Е 
{Ф| |é | >22} {olj >e} 
对 任意 s>0 成 立 ， 从 而 得 到 


\)4184!>&} = (18.1 >e). 
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&щп;>- `x 我 们 有 


ове] вые 


HERH RR 22281 qi Siri yE Е НС ЖӘ Ард 


а, 5 
£ —0, 


| | О | 
(+ )6—15. К», | adF n ef gaF 的 例子 
有 关 的 定理 m- 


й НеПу—Вгауд ш ВОВЕ, 上 的 有 界 、 зани 
н, 设 (F. 是 R， 上 的 一 致 ， 有 界 、 FKE, HERKKI, F р, 


ë: = 
SF, F 是 某 一 定义 在 R， 上 的 前 数 , 则 
|` gdF,—>|__gdF (п-»оо) 


С | КОННИ 
( 见 C12P137 定 理 3,1,4)。 (HE ЩР, АЕ 时 ， 定理 的 结论 不 


再 成 立 ， 请 看 
反例 、 
C( 一 cc)=0， С( +оо) = 1, 


定义 F.,(z) = G(Z +n) (тЄК,), 
则 RFE 
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—— — 一 一 一 


但 FxF， 
{#д(х)=1 CHER: B), МӘК, КЫН. ЖЇН, Ж 
ЖН. | 

Í our,=| ассан) =1 NMED. 


而 人 gdF = |а = 0, 
因此 W; a: 
(6 一 16 En Kir kakpi GBAH >E), 
， f, 之 矩 母 函 数 Mn(S) ЖИВ 
ЊЕ ЖУМ ) у 
有 关 命 题 
定理 за, ZERRA MS), Баар МЗ), 则 当 


мп) мебу Ë TSEN J.H Curtiss, Ann Math 
Stat13(1942)P430 一 433)、 但 定理 之 逆 不 真 ， 我 们 有 如 下 的 


反例 
考虑 分 布 函数 | | 
4 _. . а 0, z< __ п, 
F (T) fls C tg tnd), ~ HT 
1, r=", 


0, х<0, 
F,(7)-—>F(7) 一 | 


1, 2220, 
ЖЕЕ(2) — ИЕ дщ Жм. W 
E-E, 
ТЕЕ, (х) хўл 2 ЯЕ BF R Ж 
хрр 2 EE ВАЙ 
M(S) =1 对 一 切 S。 
但 М„(5)-—х——>М(5), 


这 是 因为 M,(S) 一 ->co 〔〈 当 S 关 0 时 )。 


(6—17 EBESWRRE ST REEBEBISNT 


例 1 (Е) RB BL2E EL Y, 满足 
ц P(E = —n)=1, n=l, 2, ` 
于 是 M.(S) = Ее. = е-5а->( (n— oo) >& S> ОВ 
М.(5) —» + оо(п-»оо) 当 5<0 时 ， 
М„(5)——>1 (n>œ) 当 S= 0 时 ， 
О 0 680), 
К | мөмө |! (S = 0), 
оо (5<<0), | 
但 M(S) 并 非 甜 母 函数 ， 事 实 上 ， 攻 5 的 分 布 函数 为 Fu(z)， 则 ， 
0 "wr< ~ | 
1 FG) = 4, шуып КОЮ”! aas 
ЙИП ЕС) AS BE 2 HRK, 


- К: ЫД w. А 
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第 七 章 与 大 数 定律 、 中 心 极 限 
定理 有 关 的 反例 


”7 一 1 随机 变量 序列 {tn } 不 服从 
于 大 数 定律 的 例子 


ERS 
`+ 841, Ë e Ens 是 随机 变量 疗 列 ， 
& о ле (+Ë) | 
Е 1 Ж ОУ Уе 1, в, бэ бшу | tea БЕ Яу e> 0, 1H 
有 和 а 
lim PCr 4, |<e)=1 | 
成 立 ， 则 称 随机 变量 序列 {6,} 服 从 大 数 定律 。 
2 《〈 辛 钦 大 数 定 竺 ) 设 随机 变量 序列 18 独立 同 分 布 ， и 
{Ej 服从 大 数 定律 的 充 要 条 件 是 E51 有 有 穷 的 数学 期 望 ， 
` 下面 举 几 个 不 服从 大 数 定律 的 随机 变量 序列 的 例子 。 
例 1 设 蝴 机 变量 5 的 分 布 定义 如 下 ， 
= oky = 1 ову = 1. 
Р(б,= 2) = 5, P(E; = 2% = > ` 
(#= 1, 2, 5, е.» | 
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并 设 随机 变量 序列 {6;} 相 互 独立 ， 因 而 
Р(#„-(1=2"7', Ë = 2") 


н 1 
= P(£,- / = 2" 1) ‚Р (Ё. = 2 ) = 4° 
ME =2" 1, ¿"= 2", # | 
[Ë +É, + TË D |En t Ena] ~ lË r+ tEn] 
22192" + 21-1) -- (2 +922 F +22" | 
ио, Ж | 
lg teté] 21 
72161 ° n 2 2 . 


因此 ， 事 件 


TE, nh rp KDI, 05 = 1, 


P(| + > £; | >e) >P,- = 2"-!, Š, = 2") 
Bia 

1 
= > 0, 

4 


从 而 表明 随机 变量 序列 {8%} 不 服从 大 数 定律 。 š 
H2 Бїт АВ И ИАН; mAT В 有 两 面 红 四 
面 白 。 抛 一 个 钱币 ， 才 出现 正面 ， 接 着 就 连续 兢 明子 A， ЖЩ 
и, WRTB. SHIAR 
Efi? ЖЕКИ H 8, 
0， 其 他 
虽 大 数 定律 不 适用 于 {5;}. 
我 们 首先 证 明 人 Ej 同 分 布 ， 但 不 独立 。 事 实 上 
P(&,=1)= P (ЖЮК НАТ) 
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= P( 抛 钱币 出 正面 )，P( 第 4 次 出 红 面 | RETA) 
+ P( 抛 钱币 出 反面 )P( 第 k 次 出 红 面 | SSL TB) 


1 2 1 1.1 
2 3 2 3 2° 
类 似 地 可 得 


Р(8,= 0) = 5 (R = 1, 2, 3, Ө), 


从 而 Е) = a E(D a)- x 
PLS EA ЧЕЙ T ASKEP) 发 生 的 条 件 下 ， (相互 独立 , 辐 
分 布 ， 其 分 布 列 为 

P(&,=11A)= 2, PES 014) = 2, 


B  EGIA) = 5. 


НЕ, ЕВ СЫЙ ҮТ ВЕ) REBR F, (Š) 也 相同 独 
V |8157, ПВ. 


Р(5,=1]8) = =, Р(&,= 01B) = 2, Е(&,|В) =, | 
А Р(Ё,-,=1, Ë =1)=P(A)P(E,. | = 1, £ ,=1|A) 


+P(B)P(0;- i= 1 S, =1|B) 
l 2 2,1,1 1 5 : 


Z — e — s — +— 9 — e КА 


2 3 3 2 3 3 18? 


{Н Р(8,-1=1) = РС= 1) = 5, 


所 以 РЁ, =l, Ё 1) РО, = 1) + P(E,= 1), ` 
AE {E ӘР, | 
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其 次 证 明 ， 对 e> o, 
p(l | Ee- (5) |е), 


由 辛 钦 大 数 定律 可 得 


[| > Š, — >: ЦА э 0 
Р | 


„ое Ке» 
ae [lze pla 
Ee 
н 128-34) 
=P(A) . Р}. Ea- п ејд] 
ea р ас рев) 
1.21 |у "|е јај 
+ (55-5 >elB } 
Ü, 
即 {&4j 个 满足 大 数 定律 。 
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Віз 设 {54} 为 随机 变量 序列 ， 


S, = > Š ' 
车 1S,| <Cn, Нр(Ѕи) >оп? (c. ову кте, ШК 
ХЛ ВЕРУ HF {E 


ЖЕ, DOS BR A K 3 ER, Шер 0, WA 
lim P í Dé- E(D ) 

"е 6-1 h =1 
亦 即 limP{|S, ~ ES,| <ne) = 1, (ж) 


由 假设 条 件 知 ，D(S,) >xa1。 另 一 方面 ， 若 设 $, 的 分 布 函数 为 
Е5,.(х), ДІ] | 


D(S,) = r (>— E(S,))2dFs,(2) 


<nel=1, 


= | (x~ E(S,))2dF.,( z) 
|х—Е( 5 Лурстнё 
+| (х— E(S,))dFs,(x) 
[x= E бп) Тена 


| Г dF., (x) 


J l| х—Е‹5$п)]| 2 ne 


+| [zz ~ 22E(S,) + E?(S,)] 


1x 1208 
° dF, z), 
因为 1$.|< cr， 从 而 上 式 右 边 第 二 个 积分 化 为 


? | [2* — 22E(S,) + E° (S,)1 dFç (z) 
[х- БЕ ($) >n 


<[n°c2 +2enE(S,) +E:(S)] | dF s, (2) 


|Y -E (S) [>18 


= [n*c* +2cnB(S,) + E> (Sp) IPK |5„— E(S,) | 22пе), 
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WA  D(S,) <пзез + [ne + Е(5„)1°Р( |5, ES [>ne), 
因为 e 可 任意 小 ， 再 由 (# ) 知 

P(]S,— Е(5„) | ne) 
也 可 以 任意 小 ， 这 就 要 与 DCS.) Dan WF A, 因此 {8&4} 不 服从 
кже. | | 

例 4 在 Palya ETEA ОРОЛ SR, РЕАК p 

НН, ЕВИНИ, HELSA o 个 同色 球 ) 
中 ， 令 

sf Zk RR RER, 

0 ”第 k 次 取出 红 球 ， | 

MSE н 次 到 球 中 请 取 出 的 黑 球 数 ， 此 时 大 数 定律 不 能 应 用 于 
{fr}. 


事实 上 ， 不 难得 到 са 
| nb | 
Е (S) byr? 
,、 пбк(б+к+псу <x o bren? 
Рб) = рту ro 


Th +r)è(btr+ce) ° 


显然 | $»| = | 
故 由 例 3 的 结论 知 {54} 不 服 夫 大 数 定 律 ，… 


7 一 2 ”随机 变量 序 К, } 不 满足 马尔 科 夫 
条 件 ， 但 服从 大 数 定律 的 例子 一 


AREMT 


1 ERAM) 01С182Р210-—212, 
对 随机 变量 序列 {E:}， 阁 记 
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z = 
M 
Ут 


„218 (Xa), 


„^^. 
7], 


则 {é&。} 服 从 大 数 定 律 的 充 要 条 件 是 


= 2 . 
lim Ë Eee | = 0, (ж—1) 


如 果 随 机 变量 &，， Gss ©З» ә … 彼 此 独立 ， ДАЕ С ж — 1) 
等 价 于 


(2, — Еб,)?* 上 二 — 
im > Kira nis 中 | (#2) 


2 (马尔 科 夫 条 件 和 马尔 科 夫 大 数 定 律 ) 
对 随机 变量 序列 {5,}， 车 


СЕИ 
则 对 任 给 2 二 0， 均 有 
кла Í x=, 一 15У ва} 


RI. ЕМИЕ СЖ 3 ) 为 马尔 科 夫 条 件 。 | 
”马尔 科 夫 大 数 定律 的 重要 意义 在 于 ， 它 对 {5,} 不 需要 任何 
关于 独立 性 的 假定 。 | 
马尔 科 夫 条 件 是 服从 大 数 定律 的 充分 条 件 。 我 们 可 以 举 出 
不 满足 马尔 科 夫 条 件 ， 但 仍然 服从 大 数 定律 的 随机 变量 序列 的 
例子 ， | 
反例 
设 {8)} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 且 


РСЕ, = +1)= (1-27), P= 土 20)= 2-415 


网 Eš, = 0, 
DE, = ЕЁ? = (1—21) +2" 2 =2#+1+2%, 


所 以 p( Ss)- S DE, 


h= 


= S (241-2) 
k - 1 


н 


=2!-2+n+1- (ç) 


=2“*\+п-1-(1). 


于 由 -一 在 4 时 不 趋 于 0， 所 以 
ғр (56) 0, 


ЕА ЕКОЕ, (Е ЕА КЖЕ. He E, 
因为 {&} 是 相互 独立 随机 变量 序列 ， 且 ЕЕ, oal, 2, 3, 
…), 所 以 


(Ee ES, ) | 
> u 


А-4 


92% 
AUGEN ati 


N ] — . n 
ван XV во =), 
aj | 


п +1 An +1 п* +1 


. 177 ° 


Ë TAA (= =) = ат (6) 1 (тоо), 
由 级 数 收 全 的 积分 判别 法 可 知 


、 (Ë, ~ EË, >° 
于 是 УЕ] era ые” 
H key ER EEE BR A КЖ, 
7 一 3 独立 随机 变量 序列 (Ë ) 不 满足 车 贝 谢 


夫 大 数 定律 的 条 件 ， 但 满足 马尔 科 夫 大 
数 定律 条 件 的 例子 


алем 


1 ЖЫЗ: ЖЭКИ, 设 &1， бз) 9 所 是 两 两 不 相 
关 的 随机 变量 序列 ， 每 一 随机 变量 都 有 有 限 方 差 ， 并 且 它 们 一 


致 有 界 ， 即 
DË,<C (b=1, 2, ©), 


ДРС ж, МЕ 3220, #9 
lim Р П 5- „ЕЕ, 
2 马尔 科 夫 条件 和 马尔 科 夫 大 数 定律 见 例 7 一 2。 


е ] 78 ° 


<е} = 


反例 
СУГ ВАЛА Е, H. 


P(&,= +V logk ) = 


四 {E42 不 满足 车 员 谢 夫 大 数 定律 的 条 件 ， 这 是 因为 
Её, = 0, рё, = Её? = logk, 
显然 Рё, = 1068 (k=1, 2, 3, +), 
ЗЕ, ЭДЕ ЖЩ ЖЖ КЕ ВЈ Е, JH E 
ERES y КН, МАТЕЛ ЗК ХЕ А, PK 


E. 
D(X E )= Ур, = У logk<nlogn, 
k= 1 k -1 ‘1 
所 以 ED (5 £ ) < 98" 0. 


众所周知 ,车 贝 谢 夫 大 数 定律 可 由 马尔 科 夫 大 数 定律 推出 。 
本 反例 则 表明 ， 马 尔 科 夫 条 件 要 比 车 贝 谢 夫 大 数 定律 的 条 件 来 
8. 


7 一 4 独立 随机 变量 序列 {564 } 不 满足 客 涅 坚 
科大 数 定律 的 充 要 条 件 的 例子 


Ж ЖД; Au #Ф Д 


1 格 涅 坚 科 大 党 定 律 见 例 7 一 2， 
2 独立 随机 变量 之 和 的 特征 遂 数 等 于 它们 特征 函数 的 颖 
积 。 


+. [79 • 


反例 
设 随 机 变量 序列 &1， S 25 ty Ens … 相 互 独立 ， jJ BB УЫ, Б} 
Hai, Др: әд 


ра) 1 1 


x рф? 


ДЕЛУ ЕЕН ЕБ X S ERUERA. ВЕН PF: 
因为 诸 E (= 1，2，3，…) ТЕЕ Ы 


fz) = 


—u kisi 


1 +z ° 
其 特征 函数 为 。 利用 独立 性 得 之 的 特征 函数 为 
(e-!!lyn= е-"! +1 


绸 根据 分 布 函数 与 特征 函数 一 一 对 应 ， 由 此 得 >, 4, 的 密度 函 


" з 
(DE) эф Ё? 1 n 
一 一 一 一 =Í р t с ртр? 
2 — f“ + Í wn +i 
п*+($&,) 
kal 


1 Í пі? 1 x° 
= -一 -一 -~ 
Г сөл x | чтүү х 
1 j ЕЕ 一 | 
л} (1+22) (1+2) 


2 1 агсівх | 
2(1 +22?) 2 =a 


1] 
| 


I! 


7—5 “马尔 科 夫 条 件 满足 ， 但 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
强大 数 条 件 不 满足 的 例子 
有 关 概 念 和 命题 


1 (马尔 科 夫 条 件 ) 见 例 7 一 2， 
2 читле оны валинин 


o Di, _ 
и ° 
. 1 < кү ү, 
ЙІ P( limy > (Ё, Eš) =0)=1, 
反例 | 
ВЕЕ АЎ Ер), y 
b +1 _ лу. 
К Лов). (R= 1, 2, с), 


И А КЖК Е СЕ) Е. KERA, (EDA, BeD 
lm r D( È 8) = тш Ура, 


S- k+1 
1 k+l £ 10808 +1) 
n? < log(k+1) + 2 


出 因为 У. 12° Yn 
* 181». 


(чес гур n+? 
UR а КЫШ. = jm 9® +), 


t —* >< Ynti Yn n- -a (п+1) =n? 


1 
ӨТТСЕЗЕ )_ 
na (2n+]N | 


п+ 2 
Э Ё + 1 
log(k +1) > 
№ А == | __ С п 
所 以 lim п? lim t, 
х T 
= lim n+ 1 H 一 
п +9 Vi 1 = U, 


可 见 马 尔 科 夫 条 件 是 满足 的 。 但 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强大 数 定律 的 
条 件 不 满足 ， 因为 条 件 要 求 D а, 即 要 考察 数列 


< Р + 1 
as 2 Rk:log(k+ 1) 
的 收敛 性 。 因 为 


Ё+1 _ 1 
а> 之 (h + 1)*log 2+ 1) = 之 (k+ 1)log(k+1) 


‚ Кч=] k=] 


- тар Ло bn 
于 广义 各 分 人 N ИАЛ. } ЖИ, ATRIO) 
发 散 ， 故 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强 大 数 定律 条 件 不 满足 。 
进一步 的 讨论 
& (t) 是 一 组 相互 独立 具有 有 限 方差 的 随机 变量 序列 ， 车 
• 182 ° 


WBA lm z > Dš, = 0, 
也 就 是 说 ， 在 这 种 场合 下 ， 如 果 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强 大 数 定律 的 条 
本 尔 科 夫 大 数 定律 的 条 件 必 定 满足 .证 明 如 下 ， 


件 满 足 ， 则 马 
By X РЬ <, 
M= 1 
УЕ 25220, 3 M 使 得 
i <E 
MHEAS M. 
1 < 1 < 1 < 
— > Dš, = —— > Dš, + 一- У Рё, 
n К з} же | n В «М+1 
1 Sp: 六 Dh 
<— > рё, + > DE 
H k аы ] В =М+1 
| | И 
— 2, рё, 
n К == 1 


因为 方差 DE 为 有 限 数 ,所 以 > D5 为 有 限量 Sx， 


= Su, 
Sy — 1 
— © — 
nÀ 


WA Su, 
Wn max(s,. м, 2н}, EA 


wi € 
кє P< 
e ]8j ° 


| “р 

її > БУ 
А=М +1 

已 如 上 述 ， 于 是 
1 < e Be 
а 2 DE < +> = 6, | 


因而 得 到 lim 2; > Dš, = 0. 


7—6 ”独立 随机 变量 序列 (Ek } 不 满足 强 


大 数 定律 的 例子 


有 关 概 念 和 命题 
1 设 {5} 是 独立 随机 变量 序列 ， 车 
P(lim 二 > (Es ~ Eb) =0)=1 
则 称 它 服从 强大 数 定律 
2 ( 柯 尔 更 哥 洛 夫 强 大 数 定律 ) 见 例 7 一 5. 


反例 
设 独 立 随 机 变量 序列 {&,}， 其 分 布 是 


P(Ë,= +28) = (k=1, © oeh 


= 9 


| E&,=0, Рё, = (2°)2 e 1 z + (72). > = t. 


下 面 用 反 证 法 证 其 不 满足 强大 数 定律 
若 强 大 数 定律 成 立 ， 则 


(Ë, + Š> + ++ En) > 0, 


° 184 ° 


w r АМ -E 


1 __ 一 ‚ 1 а, 5 A ` | 
п A Š, = Z Rn > Ë — > 0, (2) 
(1) 一 (2) 得 二 > 0。 (3) 
但 从 5 的 取 值 可 知 ， 总 有 
| = 21, | 
И, n 
хш Уа. ВЕ) КЕ ВЛЕ. 
进一步 的 讨论 


柯 尔 莫 哥 洛 夫 强大 数 定 律 提 供 了 相互 独立 的 随机 变量 序列 
(E) 服从 强大 数 定律 的 一 个 充分 条 件 。 下 面 的 定理 则 提供 了 相 
互 独 立 的 随机 变量 序列 服从 强大 数 定律 的 必要 条 件 ， 

定理 {E H jar, R.Eš, = 0, Fir {E46} 服从 强大 数 定 
律 ， 别 对 任 给 Ee 二 0 有 


>, P(E ne} <co, 
п== 1 


А) [I uEHH — 2816, ВОЛНЕ КНУ 
SE R(E HEM, H. 
P(limš,=0) = 1, 


ДЕ 252209 
5 Р{|ё„|>е}< оо, 


ж Е, FH 
Р(тё, = 0) =1 


e 185» 


Hf, {lE >s) 只 发 生 有 限 多 次 的 概率 为 1。 由 这 些 事件 
的 独立 性 ， 由 波 雷 尔 一 康 特 立 引 理 知 


“,Р{|&„|ее}< оо, 


利用 这 个 引 理 ， ЖЛЕ КЖ EE. 因为 (0 独立 ， 
БЕ, =0, ШЖ (2, 服从 强大 数 定律 ， Де, (此 处 S。 


SE] +& + én) 


Sa- 1! 
利 n=] > 0, 
因此 Sazi, -PTE j, Sr 2: 5, 0, 


从 而 Sn. = On тын Sp- | аы 0, 


Вр Р (lim 2" = °) = 1], 


H ЕЖУ АНЕ Е>ОҢВ 


> Pí()]ë, Z ne) <o, 


如 果 用 上 述 定理 中 的 必要 条 件 来 验证 本 款 反例 中 的 独立 随 
MEREN {6}， 那 么 就 很 容易 得 到 它 不 服从 强大 数 定律 的 结 
论 ( 请 读者 自行 补 证 )， | 

利用 上 述 定理 ， 我 们 还 能 得 到 进 -一 步 的 结果 ， 

定理 如 果 也 УЕМ, ШЕЕ ЖО DE, = ct 的 独立 随 


机 变量 序列 {&4} ,使 得 对 于 这 个 序列 强大 数 定律 不 成 立 ( 见 [13] 


.» T86 


第 十 章 问题 18)， 
证 明和 留 给 读者 . Е 
7—7 林 德 贝 格 条 件 不 满足 ， 但 中 心 
极限 定理 仍 成 立 的 例子 


有 关 概 念 各 合 题 | U. | 


- СЕ, AEAEE, EAEE 
望 和 方差 ， | 
а, = Ве, bi = рё, (Ё=1, 2, +), 


1 (ЖАЛЕ. inderberg) 定理 ) 若 对 任意 T0909， 有 


img; > | _ (z—ao°dF,(z2)=0 (1) 


В? E Soe рг, 


США ЕО ЛАЯ), MM 


lim Р) 


в > (£, — a, <r) = LP e ` dt, 


2 ( 费 勒 (Feller) 条 件 ) 


lim max ру. = 0 Е Е 
PRA ЗР RF 
з 定理 RARP 等 价 于 | | 
lim B, = + co be 20, Б 1, B) 


, lim- . 
по В С, q 


反例 

Be (ée) 是 独立 随机 变量 序列 ， 且 5, №00, 27%), MJ {£} 
不 满足 林 德 贝 格 条 件 ， 但 对 {5&6} 中 心 极限 定理 仍 成 立 , 事实 上 ， 
由 于 


所 以 В = > b}—>l, 


即 B,+1， 所 以 存在 常数 B， 使 B,<B。 注意 到 as=0 (Ё=1, 2, 
...) FË 


спу r 0, 使 


b2 
| х*°дЕ (z)> — ә | | 
2012 т В 2 


= |. та) чЕ о) = |` r°dF (z), 


因此 lim l > | (z—a,)°dF,(z) 


2 
Вт кы, Та р> ТВ, 


1 


> 下 | ,zzdPi (т)> 


b: 
В > 0, 
习 此 林 德 只 格 条 件 (1》 ЖЕШ. _ 
| | Уд, С 
їн ЖЕТЕ Ж AATE M BHE ЕПЗ ТЕ Е Nea,, 


сї), 其 中 


° 158 ° 


В, В? — 
ВУНЕ ёи, 
> ë, 
— N, ] ), 


д 


| > Šk 1 » -}* 
让 Р 一 一 «С | = n | е “dt А 
Pi AP ÒRRE Е URL. 


进一步 的 讨论 

林 德 中 格 条 件 是 中 心 极限 定理 成 立 的 充分 条 件 ， 但 并 非 必 
要 条 件 。 本 款 反例 就 证 明了 这 一 点 。 不 过 ， 假 如 费 勒 条 件 得 到 
满足 ， 则 林 德 贝 格 条 件 就 成 为 中 心 极 限定 理 成 立 的 充分 必要 条 
件 了 ,这 就 是 著名 的 林 德 贝 格 一 一 费 勒 定理 (参阅 [5])，P168)、 


7—8 费 勒 条 件 不 满足 ， 但 中 心 极限 定 
理 仍 成 立 的 例子 


有 关 概 念 和 定理 
1 费 勒 条 件 见 例 7 一 7， 
2 REHAU, bl, W 


a+ 5 


_ ol poaz 
Fé= 552, Dš= bat, 


s 189 • 


з 正 态 分 布 Nia, о) Ее! 73°, #517 
WUL- 11у МЕ". 


4 n=af+b, Җа, уж. 则 ?的 特征 函数 
ф„(фу=е'!ф. (at), Е 

5 ОШЕН) БЕРЛЕР Ф.С) WI ST ME ВАЗУ 
001), BEDE = О, ШАН О У ВС] (F.Cz)) ЯК 
W T КЕС), НФО) ЕЕ( х) PJ Ж EPS Ж. 

反例 

设 {&4} 是 独立 随机 变量 序列 ，5El 服 从 [~ 1，1] 上 的 均匀 分 
№. Wk = 2, 3, ++, Ё, МСО, 29-1), MAE МЕН O 3 
КШ ЕШ, JH Á WS ЕЛЕН. ШИНДИ. 


Шм Вї=раү+ Ур, = T + 20 
| h = 9 R = $p 


| alyp 2(1—2"7!) = 9". _— 9—»оо, 
3 1-2 3 —_ 


2 n-1 o .. 
但 是 bi 2 — 0, 


шю ЙЕ. D 名 的 特征 函数 为 


$0)= Пе. эт! —)ехр] - = Q= 212), 


Ња, = У Ë, = У, О. 


| 1 
"_ О = 
ү-+ 
a 190 = 


z 78" —5]7$ | - 1 (2"=2)t? 
Y(t) КЕР үт = 9 TEST) 


і 
„љо 25 1? (n—> co), 


HERRERA > NC0，1)， 所 以 中 心 极限 定理 成 立 ， 


7 一 9 ”有 关 大 数 定律 和 中 心 极限 
定理 之 间 关 系 的 反例 


(D 随机 变量 序 列 不 服从 大 数 定律 ， 也 不 服从 中 心包 限定 


HAT, 
(2) 随机 变量 序列 服从 大 数 定 律 ， 但 不 服从 中 心 极 限定 理 


HJIT 
(3) 随机 变 最 序列 服从 中 心 极 限定 理 ， 但 不 服从 大 数 定理 


的 例子 


有 关 和 概念 和 命题 
1 随机 变量 序列 16,} 服 从 大 数 定 律 的 概念 见 例 7 一 1， 
2 (中 心 极限 定理 ) 设 {&,} 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 
具有 有 限 的 数学 期 望 和 方差 
E, =a, Юё, =0& (R=1, 2, +) 


& В? = `> Dš, 


= 


S 3 一 а, | | 
N, = 之 == (n= 1, 2, oe 


著 对 ZE 及 :一致 地 有 
• 19] • 


. 1 | TIE ' 
| Р " T = — е dt, 


MPR REVUE ЕЦЕ ЛА H O E E 

3 ЖЕНЕ) А 7—2, 

4 (Жж), o се, Š, ЖОШУА ДТУ, 
3 常数 k,， 使 


тах |ë; | <k, (n= 1, 2, +), 
Igjen 
‚ Ñ, _ 
А. lim B. = 0, 


а, } 服 从 中 心 极限 定理 ( 见 C67、 P305), 
反例 
(1) 的 例子 {ERE Eai eF 


P= 20 = 5, P(Eh= —2%)=-- 
(R= 1, 2, +), 
出 例 7 一 1 的 反例 1 已 知 { 人 不 满足 大 数 定律 , 下 面 来 证 明 中 心 极 


限定 理 也 不 满足 ， 事 实 上 ， 
因为 Е&»=0, Юё, = 22%, 
所 以 B= Уур = 5 29: S th 2 1), 


ЮП КАЕ, В22>2°", JH E 


PORR eet 20029 1)<2°'1, 


因此 ， 当 "充分 大 时 有 有 
> Š, | <2, 


° 192 ° 


Ko lm P(|2 Z |<2) 1560) - @C-2)<1 Ж 
17799 N k=l | 


明 {E} 不 可 能 服从 中 心 极限 定理 。 
(2〉 的 例子 ” 设 随 机 变量 5 的 分 布 定义 如 下 ; 
P(E, = +28) = 92-02812, р(ё,шбуш1—27?%%,_— 
并 设 随机 变量 序列 {&。} 相互 独立 。 
大 数 定 律 满足 ， 这 是 因为 
Eë,=o0, Dé,=2xX22-.2h+1) = ], 


Ж B: = `> рё, = n, 
k=l 
1 < H | 
VDE > 
n’ > МИТ D. 


由 马尔 科 夫 定理 知人 1 满足 大 数 定 律 。 
中 心 极限 定理 不 满足 ， 这 是 因为 


P(© а= 0) 2р, =0, Ө, б„=0) 
= [I pe, 0)> П P(&,=0) 
-TIU g)> 
ан (ш аа) 1.07 еи 


27 8. 
(3) 的 例子 колан НОВЕ ЛЕШ 7], В. 


P(& = 1) = +. P(E, = -kst 


e193 ж, 


(R= 1, 2, э), 
其 中 一 <А< 1, 


{6 服从 中 心 极限 定理 . 事实 上 ， 因 为 = 
Es:=0, Dš, =k} (R=1, 2, +), 


= S DE, = SkA, 
k=l Кос 1 


由 于 lm t alim £t 1) + ni +! 
fi -e ua B: x rw B: ,— B? 


| њ№+1)22 +121 +1 
= ип а = 2А + 1, 


所 以 当 n->oc 时 


注意 到 Ё, | = д^, 


所 以 max |Ë, ! =maxR! <n*, ` 
1 = x < # latet 


1 4 
#, n 
B. lim ~ = lim—x = 0, 
8 КЕЧЕТ B. Г n 4 + 1 у 
2А + ] 


Жансо AE AEF Е ЛЕШ. 但 是 不 满足 
ХЕ, 这 是 因为 {6 } 相互 独立 ， EE, =O, В 


Е (аа ) = _ ku | ‚її, 
n* + 5% n. tkt? ° ү KG 


注意 至 pt БОШ 
" h24 s" 


k 
утке п + R° 2 >> вві зг AL EA 


K. =1 


6194 = 


n+ 
= g 
4һ 


К=1 


i (Ë, — EE, 32 Ë 
可 网 SE [ву УЕ Ga FET) 


р? 1 
w— е 一 一 :一 -一 -一 -一 -- 一 
=: n? + h2? 0-00), 
b=1 


икн Mama (t. RD X opa. 


一 步 的 讨论 

从 上 述 三 个 例子 看 到 ， 对 于 全 不 是 同 分 布 的 情形 ， 大 数 
定律 与 中 心 极 限定 理 之 间 的 关系 是 不 确定 的 、 中 心 极限 定理 成 
立 的 随机 变量 序列 可 以 不 服从 大 数 定律 ， 大 数 定律 成 立 的 随机 
变量 序列 也 可 以 不 服从 中 心 极限 定理 。 甚 至 对 有 些 随机 案 量 序 
列 来 说 ， 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 两 者 可 以 都 不 满足 。 然 而 当 
{S41} 独立 ， 同 分 布 ， 有 大 于 0 的 有 穷 方 差 时 ， 大 数 定 律 和 中 心 
极限 定理 都 成 立 。 此 时 ， 大 数 定律 断定 ， 对 任意 s>0。 


imP (| Be- ~ Еб.) | <e)=4 


然而 括号 中 事件 的 概率 有 多 大 ? кежии, ы 
却 给 出 一 近 们 解 管 ， Е 


Р Ca | > (E ~— Eš, | <e) 


1 |! " 


1 
ДЕ 二 JE. 
oN [ase ат» 


e 795 г 


其 中 5 = D8。 因而 在 所 假定 的 条 件 下 ， 中 心 极限 定理 比 大 数 
定律 更 精确 ， 


7 一 10 ”随机 变量 序列 {En ) 独 立 同 分 布 ， 
但 不 服从 中 心 极限 定理 的 例子 


ARMA 


定理 设 15 小 为 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 旧 
EË =a, DE, = o2 < 一 co 
(R=1, 2, ...), ` 
则 {6,} 服 从 中 心 极限 定理 ， | 
М 设 随 机 变量 序列 {5,} 相 互 独立 上 且 服从 同一 рдд, 
其 密度 函数 为 | 


出 于 :的 特征 函数 为 

р (D =e", 
БК, nAIRE ВЭБ 

Pr. (+ ) = ee 
这 个 结果 表明 ， 对 任意 z， 泌 仍 骤 从 哥 西 分 布 ， 因 jk, Hno 
时 ， 兴 的 极限 分 布 不 是 正 态 分 布 ， 故 随机 变量 序列 {5,} 的 前 n 项 
平均 数码 可 的 分 布 函 数 不 能 用 正 态 分 布 来 过 D. j pk (E) 


e {965 < 


TRA TORRE. WERE, BRE Aa, BE 
作为 哥 西 分 布 ， 我 们 知道 它 的 数学 期 望 和 方差 都 不 存在 ， 因 此 
它 不 满足 本 款 定 理 的 条 件 ， 


œ 7 一 1 EJE’ =œ, Lindeberg-le’vy 
中 心 极限 定理 仍 成 立 的 例子 


хз ж 


Lindeberg- -Levy 中 心 极 限定 理 шг, Eas net ‚ ба, Ө Ж 
j SE [а] 271: PUJ BE DLA ЕВ, | 
Еб, = р, Рё, =0?, (6 = 1, 2, *е), 
М Segre Мю >z, 
其 中 Z 是 N(0.1) 恋 量 ， 
{НЕ |5 | <co M J Lindeberg-Te'vy 中 心 极限 定理 成 立 的 充分 条 
-RA 
MRE Eas 5 E я SAREE я, 
Р{ |5122) = 


L(x 
с ) 2, 


其 中 工 是 缓 变 函 数 (B= 0209 сэ HER e> o) EFEX 


分 布 吸 引 场 ( 见 V, K Rakata, Commun stat 2(1973)p525— 
533), BHH, Ж 
-3 | NA | > | ~ 
E~ f(x) = 2 x| logie], 3412121, 
0, `4 ri <1, 
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О s 
则 一 
v 2nlogn 


其 中 5,= УХ,, Z 是 N(0,1) 变 量 
k=] 


(187). IBBE]£]° = co 


*›7—19 Enl <k <їп, n> ви. q пя 
件 ， 但 max Enia 


有 关 定 义 与 定理 
定义 设 TEF ЕЕ: 1+, 
61у SEAS Š; L, 
Enis с» а, 
Е B Bs bu R ДЕ, ЖОКЛЕ 
lim max P(n] >e} = 0 Wy e> 0, x 
Ш {En уйне. а, ц (Uniformly asymptotically 


negligible ) 条 件 。 | 
定理 1 BE, Алиа apita a yeni, 则 条 P: 


t, 

P 
> P{] lš ]2e)—>0<=>max СЕХ 
К =} 


laig 


( 见 CDP314 注 5 3.3)。 


内 于 тах PIJE., (>e) < Seo En SER 


1<k< k, 


由 此 不 难 由 定理 1 得 到 
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定理 2 j 
Р 
max |5,:1 一 >0， 
{Б Ен, а, n3 if. 
但 定理 2 的 道 不 真 ， 请 看 


反例 
设 15 1<R<n， n> 1 是 一 串 行 独立 的 随机 变量 序列 ， 


РЁ, =0) =1- 1, РО, =1) =-(1<Ё<п), ШЖ 


ye (0<2<1) 有 
max Р{ E,  |2e8)= Р{&,, = 1) = l 0, | 
з. k. H | 


即 {&,:} 满 足 4、a、n 条 件 ， 但 对 0<E<1， 


Р! max |ё„,|>є}=1—Р{ max |E | <e} 
Lekan E 8 


=1- [[Р{!&„,|<є} =1- [|| P{é,. = 0) 
К k=1 

"= a _ 1 " _ g7! 

= 1 (1 =) —> 1 — e7 ` == 05 


P 
Вр max TNS —_——0Ü, 
L< <= ñ 


сот-18 YE = o, (Ë } 仍 服从 强大 
数 定律 的 例子 


ЖЖЖЖ 
Kolmogorov 强大 数 定 律 ” 见 例 7 一 5， {Н 


请 看 


只 是 {E。m2> 1] 服 从 强大 数 定律 之 充分 条 件 ,而 不 是 必要 条 件 ， 


设 {5&,，n 之 1 为 独立 的 随机 变量 序列 ， 满 足 


出 


从 而 


但 


p fest J), 
login + 1) 2 


ti 


EZ ~ 2_ 
En = 0, DE, = Fš; log(n+ 1)? 


2 


С log? (и+ 1)? 


有 2 овону TG: FD ~ 


R >> 1 1 == | 


ç 


= 2, TFG + 1) ` 


H == | 一 


于 是 由 HH, D, Brunk—K, L Chung 强大 数 定 律 〈 见 [19JP333) 
知 {5&,，t 宇 1} 服 从 强大 数 定 律 ， 


c 7—14 У, (En -上 En )а, skay, (8 


t= | 


> Пё. = co 的 例子 


有 关 合 题 _ 
定理 1 (Kolmogorovy 三 级 数 定理 ) 设 {} 是 独立 Bš HL Ж 


200 9 | 


ЕДЕ], Ш> ёа, З ПЛ Ж УЖ ЖА C> 0 
G) S P(E 1>0}<o0; 


Л == | 


(iii) > рё; <co, 


== | 


MEHEA (їй) CiD Ж A c> OR ул ‚ИЩ {ЕЁ сон. 


, (Ë, |&]<С, 
к := [0 l >С, 


定理 2 若 (&,} 是 一 串 独立 的 随机 变量 序列 ， Но? = ре, < 


со, И = 1, 2, T 


( 见 C11P88 命 题 2.3.6) 


则 当 之 0 所 co 有 时， 有 之 (&„— Её,)а, silk S% CDLC12P86 ñr H 


2.3,3)。 但 定理 2 的 道 不 真 ， 请 看 
反例 
Blin n> 1) sr B Bi Е A 


_. 1 
P(E, = En) = РЕ $ 


- 


ауа 1 . 
POS =0)= 1— =, 


则 Eš, = 0, o = Dš, = 1, | 


so > D, = > ot = оо, | 
n=] 


M == Í 


但 易 验 证 {&,} 满 足 Kalmogorov 三 级 数 定理 的 充分 性 条 件 ， 故 
仍 有 i 


9201 •. 


> (#,—- Е&,) = > z. d. sir Ж. 


注 若 {&，m> 1 为 独立 的 随机 变量 序列 , BIR P (|a, |< 
о, XAS, үп >1}= 1, 


则 之 (EEE Da, НЫ, BDA 


п = | 


> рё, = > 0? < оо 


хе} 


( 见 命题 2.3 .4)。 
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第 八 章 与 充分 统计 量 和 完全 
统计 量 有 关 的 反例 


统计 量 的 充分 性 这 个 重要 的 基本 概念 , 它 是 R. A. Fisher 在 
其 1922 年 的 瘟 基 性 工作 *On the Mathematical Foundations 
“of statisticsy 中 正式 提出 来 的 ， 但 这 个 重要 概念 ，Fisher 早 在 
1920 年 以 前 的 几 年 里 就 开始 形成 了 。 当 时 他 与 < x 学 家 

Eddington 争论 这 样 一 个 问题 ， | 
ХІ, Xa es ху, озу, ЗААН f 
ө, 当时 较 常 用 的 估计 有 两 个 一 个 是 样本 方 类 | 


КЕСЕ Е 

的 平方 根 :， 一 个 是 绝对 平均 偏差 | ` 
КЕЕ ОЕМ 
(常数 王 远 择 的 理由 是 使 为 5 的 无 偏 估计 )。 

Fisher #85: m Еадіпрсоп а, Fisher 1920 年 的 一 篇 
文章 中 谈 了 他 的 理由 ， 其 中 一 点 是 “S; 包 含 了 样本 中 关于 c 的 全 
ке, пайт, “ 正 是 在 这 一 提 法 中 包含 了 充分 性 这 个 概念 ， 

完全 统计 量 这 个 重要 概念 ， 则 是 Lehmann л F Schetfe: | 
аА, 


ка жана иал иш, ете 
细 的 论述 。 
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6—1 并非 一 一 中 和 计量 部 是 充分 统计 量 的 例子 


有 关 定义 和 定理 


定义 ” 设 X= (XX!，X;,，…,X,) 是 从 具有 分 布 族 为 {F(x， 
0), ӨСӨ) 的 母体 中 抽取 的 一 个 子 样 ，T(X) 是 一 统计 量 (可 
以 是 问 量 )， 如 果 给 定 T(X) = t，X 的 条 件 分 布 (离散 型 变 量 
为 条 件 概率 ， 连 续 型 变量 为 条 件 密度 ) 与 参数 6 无 关 ， 则 称 统 
计量 1KX) 是 分 布 族 {F(z 0), ӨСӨ} н A W и; 或 称 
1 <) 是 6 的 充分 统计 量 ， 

ARM DREIE RIE AETI AA, 往往 要 经 
过 复杂 的 计算 。 幸 好 ， RNA RE TREERE, ЕЖУ 
上 很 方便 ， 

定理 (Fisher-Neyman 因子 分 解 定理 ) 

(1) 连续 型 情形 КАНКА НАР 密度 族 {f(x， Ө), 
06 @), X= (Xi1，X,，.…，X) 是 一 子 样 ，T(X) 是 一 个 统计 
Е. PIT OC ROMAE AE RERE 于 样 的 联合 分 布 
密度 函数 可 分 解 为 


L(x; 0)= TT се» 0) =h(z)9(T(z), ө) | 
| .+ 二 : | 


其 中 jh 是 zx 的 非 负 可 测 函数 且 与 6 无 关 ; T), 0) 仅 ЖТ 
赖 于 x = (z), ttg онын, 90, Ө) 为 1 的 非 负 зг я 
T м 

(2) РТ ТОТО {р(х ‚уу bc 
8} .X= (X14，…，X,) 是 一 个 子 样 ，TCX) 是 一 统计 量 ， 则 TCX， 
为 6 的 充分 统计 量 的 充 要 条 件 是 , 子 样 的 联合 概率 分 布 可 表示 为 
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Р‹х,бу=һ(т)д(Т(х),б), 
其 中 是 ?的 非 负 可 测 函 数 且 与 9 无 关 ; g(T(z).0) 仅 通过 了 依赖 
于 z= (Xx1,"…,X,)， 且 对 辐 定 的 9,9(1,0) 是 1 的 非 负 可 测 函 数 ， 

如 果 9 是 参数 向 量 ，T 是 随机 向 量 且 定理 的 条 件 成 立 ， 则 称 
T 关 于 0 是 联合 充分 的 。 

在 一 般 教 科 书 中 ， 给 定 的 统计 量 了 都 是 充分 统计 量 ， 但 是 
并 非 所 有 的 统计 量 都 是 充分 统计 量 ， 

注意 到 ，Eisher-Neytman 因子 分 解 定理 一 般 用 来 判定 一 个 
给 定 的 统计 量 T 是 充分 统计 量 是 比较 有 效 的 ， 而 用 它 来 判定 一 
个 给 定 的 统计 量 7 不 是 充分 统计 量 往往 不 太 方便 ， 不 如 直接 按 
充分 统计 量 的 定义 来 判别 容易 。 我 们 要 判断 了 不 是 充分 统计 量 ， 
按 定 义 即 要 验证 在 辕 定 T=t 下 ,X= (Xi,…,X 小 的 条 件 分 布 不 
依赖 于 要 估计 的 参数 9 的 条 件 不 满足 ， PERNA — 个 不 是 充 
分 统 计量 的 例子 ， 

例 1 Xi, X E A SA KN —p(À)(poisson 分 布 ) 中 抽取 的 
两 个 lid (independent identically distributions 独立 同 分 布 ) 
Т, 5389178 

T=X,+2X, 
由 于 p=(X i =0, X, -11X1 +2X, = 2) 
-PX =0,Х, = 1,Ху+2Х, = 2) 
| Р(Х, 12X, = 2) 


L POG =0.X, =D 
P(X; +2X, = 2) 


Ме” 5 
РОХ =x0,X, =I +P(X, =2,X, =0) 
和 e 2 À ` 1 | 
— мшш. ү» аа а a e 与 入 有 JX 


ес +(5—)е-» 1+(2) 
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AART = Х | +2Х,, 
不 是 参数 的 充分 统计 量 ， 


进一步 的 讨论 
Ж 但 统计 量 
Т=Х,+Х, | 
是 参数 的 充分 统计 量 。 事 实 上 
P(X, =z,,X,=xz,|X, +X, = t) 
= =хү,Х,={ -x ) 如 果 t = £, жаз, 


а O PAX ` T; = 0, 1,2, : НИНЫ 
р О irl; A 
%, 其 他 ， 


所 以 ， xT z, =0, 1,239 i= 1,2, ©] +; =, 我 们 有 | 
Р(Хү=х,,Х,=®,‚,|Х, + X, = і) 
А", M ш 
Sl otl n. 
(2A)' „-»› 
А 


п 2-00) яж, 


TO 


с›8—2 极 小 充分 统计 量 不 是 完全 充分 统计 量 的 例子 


有 关 定 义 和 命 题 | 
定义 1 BID ËC, 5) 于 的 一 个 充分 统计 量 ， 取 值 于 
(J, BD), B. Eñ F 00р, 0C0), ЖЕНЕ ХТ ж, 
取 值 于 某 可 测 空 间 (s，8,.) 的 充分 统计 量 *(z)， 必 存在 由 (s, 
) 到 (J, Ву) 的 可 测 变换 #-<-q(s), WK АСВ, 满足 条 件 
，206 


Р.А) = О 066, fë 
t(x) = q(s(z)) XJ {E jz € A 
别称 ! 为 一 极 小 充分 统计 量 . 
定义 2 (5: 全 分 布 族 与 完全 统计 量 )* 设 tpi,6E@] 为 样本 
空间 (ж ,8.) 上 的 一 族 概率 分 布 , 若 对 任何 定义 于 六 上 的 太 . 可 
Ш), ЕЖЕ 
Es(f(X)) =0， 对 一 切 9 E90， 


Н f fo do (z) = 0, XF— uU EO, 
VA f(X) = 0 (а, sp.) 176060, 
ИП p (f(X)=0)=1 %JHf 0 EO, 


MEDRE. GCO EEN. 

(06, 696E@j 为 (水 ,8 ) 上 的 一 个 概率 分 布 族 (不 必 为 完全 
的 ) ,4(z) 为 定义 于 上 ， 取 值 于 (J，p87) 的 统计 量 ,{os,0E9] 
是 {po，9E9} 的 生出 分 布 族 ， 车 {Pe，9E8} 为 完全 分 布 族 ， 则 
(а) 为 -完全 法 计量 。 因 此 ， 要 验证 统计 量 ! 的 完全 性 ， 需 
要 求 出 1 的 分 布 族 Pas OECO, ARER, Ж | ,g(t)do, (ti) =0, 
51—006 
必 有 р{1.000) +0) = 0， 对 任何 9 EO 
或 DI (t,g(1)= 0) = 1, ， 对 任何 0EG@， 

我 们 有 如 下 的 正面 命题 ， 

定理 完全 充分 统计 量 必 为 极 小 充分 统计 量 ( 见 [7Jp80)。 

Нима, AAFS ЙЕ АФ EE, 
有 反例 如 下 ， 

例 1 设 样 本 空间 为 * = (~ ceo，cce)， 参 数 空间 为 

@- 10, 0> 1}, 


Yiaa— a xa ллы 一 一 =- адан дил ma—— а 


М нүү Уз ЖЖЖ, 
#2079 


ARER = (pj >it, 


—бу=р(Х=-—8@6у =l.. 

po(X = 0) = p (X = 0) 992° | 
1 0% 1 

р0Х= 0) = 1- FA ) 
此 分 布 关 于 0 点 对 称 。 | 

不 难 证 明 1(x) = 142 的 级 小 性 。 事 实 上 ， 设 9(zZ) 为 0 的 任 一 
充分 统计 量 ， R ANEB Ix: | = |X,|]。 可 以 推出 9(x1) = gT) 
则 证 明了 i 的 极 小 性 。 用 反 证 法 ， 设 1a| 101, (80а) = 900) 
(公共 值 记 为 c)， 又 为 确定 起 见 ， 先 设 4 关 0，6 友 0。 

考虑 集合 4= {x，g(X) = cj， 则 4 中 至 少 包 含 c、 о д. 

当 分 布 为 Poi 时 ， 有 | 
当 人 不 包含 0， -а, 


ул? » 当 4 包 含 0， _ G, 


2a 


| 
P a(x =a g(£)=0)= 1 
27 МАН - 9, 不 包含 0， 
\ 


1 ` 
| 7305 一 ， 当 4 包含 0, 不 包含 ~ 8 


(以 上 这 些 全 不 为 0) 
而 当 分 布 为 Ps 时， 有 

P u (KX=a|g(z)=c)=0, ` | 
因此 给 定 9(X) 时 ， 关 的 条 件 分 布 与 参数 9 之 值 有 关 ( 例 如 9 取 |al 
和 6 取 12j 时 ， 不 同 ， 如 上 述 ) 故 9(z) 不 是 充分 的 ， 矛 拓 。 

知 5.20 中 有 一 个 为 0, 证 明 类 似 。 这 样 就 证 明了 #(z) = |= | BJ 
极 小 性 ， 即 1(x) = |z| 为 极 小 充分 统计 量 ， 供 1 并 非 完全 。 因 为 
# BX. 

hit) = 1°, 
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则 Е,(Һһ(Ї)) = Б(х*) = D(x) = 1, 

WER НО) = 12 — 1, 

则 Es(H(t))=0 对 一 切 9>>1, 

但 H(!) 显 然 不 概率 1 为 0%， 因此 1 并 非 完全 , 即 ! 不 是 完全 充分 统 
计量 。 


8 一 3 ”次 序 统计 量 不 是 完全 统计 量 的 例子 


有 关 定 义 和 定 理 
定义 1 设 X= (Xi,，…'X) 是 从 母体 下 中 抽取 的 一 个 子 样 ， 
记 (zx1,…,X,) 是 子 样 的 一 个 观察 值 。 将 观察 值 的 各 分 量 按 大 小 
圳 增 次 序 排列 ， 得 到 
T ET < s>, 
(Ху, XO REA atO, RI ELX co BUET, 称 
由 此 得 到 的 (X11),… ,六 ) 为 (Xi1,… ,XX,) 的 一 组 次 序 统计 量 ， 
ФАН X «Х.Х, 
首先 ， 我 们 有 如 下 的 事实 ， 
定理 ” 设 分 布 族 满 足以 下 两 个 条 件 ; 
(а) #F C 1，TF, EFF， 则 对 任何 pj1 >0, р„`>0, 
pi +p,=1, fp F í tp: FEF | 
(ЕС, з= [а,Б) ~ о<а<ь<оо, 而 
F(s) = 0(Е(5) = F(b) — Р(а)2>0) 


风 FCF 
rb， 
其 中 RO =. 0, ат<а, 
| 1, Urb, 


• 209 » 


MERHER Xais X. +, Хо) 是 完全 的 《〈 风 57Jp83) 。 
但 如 果 将 定理 中 的 (a)、(6) 去 掉 一 个 ， 则 定理 的 结论 不 再 
成 立 ， 我 们 有 如 下 的 反例 ， 
#1 X, Xa, ©, X, ИН Ж, х ~N, c”), @ 
然 N(0，o?) 不 满足 定理 . 之 条 件 (2) 


令 Xas y X..,) = УХ, 一 Ух, 


і = L 
BH Es: (ECX iiis ttg Xeni) = 0, 
但 1 有 002 FxFx x FA JO, 其 
V e- y ———/ 
n | 


中 下 为 zi 之 分 布 函 数 ， 


хіх, ` Xen ,) 不 是 完全 统计 量 ， 
例 2 分 布 族 仅 含有 一 个 分 布 0C0, D, 0,1) 上 的 均匀 分 
布 ), 记 
(0,1) AF, 


易 知 F 不 满足 定理 之 条 件 (5)， 
АРЕ ЖЕТИ, DW FAR ЕЛ ЕЙ. 


例如 [LC -1)= [T (x - 1), 
有 Е (H (x, -))= |], 16 ~y Jdr de= 0, 


н [[(Х,-,)=о ае Fx Fx -xE RRX, 
; = 1 


ПО 
一 步 的 讨论 
注 定理 可 推广 到 多 组 样本 的 情况 ， 我 们 有 
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定理 ЫХ, es Xi ,为 抽 自 分布 族 为 Fi 的 母体 的 iid 样 
本 ， i= 1, т» СУХ; 1, 9 Xims 079 Хз К. Xen, + Ж 
独立 ， 假 定 已 属于 分 布 族 宁 ，，i= 1, сз, с, ЫХ: u SXi y; 
<... < X; о) 
ЇХ, 5, Xn ИКИ, 1=1, сз, с, MEX 
T(X,,, сз, Xino се, Xas ех) 
= (Ху), Өз, Xi , ,9 Xc |,» ... Хоу). 
如 果 每 个 Fi (=l, с, с ЕЛО (а), O) 
则 了 是 完全 统计 量 . 
完全 类 似 ， 此 定理 的 道 不 真 ， 


5—4 有 界 完全 的 分 布 族 (或 统计 量 ) 不 是 
完全 的 分 布 族 (或 统计 量 ) 的 例子 


有 关 定 义 和 定 理 
ЖХ ЖИЕ X 的 样本 空间 为 〔 米 ， Bx )， 分 布 族 为 
{Pss ӨСӨ}, 1(2) 是 定义 于 上 ， 取 值 于 (2,8) 的 统计 量 ， 
其 分 布 族 为 {p;，9€ 8}， 车 对 任何 满足 条 件 
{f(x)dps(rz) = 0， 对 一 切 6G 名 
НАЯ. В. пх), DE 
fC) =0, (а ер», ) 对 任何 OE@， 
则 称 分 布 族 {o，6E@} 为 有 界 完全 的 ， 落 (Pis ӨСӨ} 为 有 界 
完全 有 的 ， 则 称 1(x) 为 有 界 完全 统计 量 ， 由 完全 统计 量 的 定义 及 
有 界 完 全 统计 量 的 定义 ， 显 然 有 如 下 的 | 
定理 完全 的 分 布 族 或 统计 量 ， 必 为 有 界 完 全 的 ， 
但 其 逆 不 成 立 ， 我 们 有 如 下 的 
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BJ ж={0,1,2,+}, SARH: 
p| (2: = 0) = Ө, | 
p(zZ=n)=(1-9520" Hn=1,2,.., 0<8<] 
E,(/(xX))=0, 5-10, 0<0<1, 


* 


Ki 


则 /(0)р»(® = 0) + У еп) р(х еп) = 0,0<8<1, 


п. 


世 即 (0)84+(1-~ D X Puya =0,0<0<1, 


n = 1 
于 是 © fer i= ~f(0) 0 аЛ - f0) Sno 
nml (1-89) n 1 
0<0<1, | 


Кж 300532 8k. EIO <1 内 收敛 ， 故 其 对 应 项 系数 必 相 
I, BI | | 
f1) =0, 
(н) = — (t - 1) 0), п=2,3,° 
若 要 求 / 有 界 ， ио) ло. 因而 
1) = 02) = 08) =. 
XHHT (po 0С (0,1) = Ө) айо Ж. Ж 而 ， 
{рь 8€(0, 1) =@} 不 是 完全 的 ， 因为 ， 若 取 
1(0)= ~ 1, 
f(1)=0, 
Їп) =п-1, n=2,3," 


ор ' 


则 Е%(](Ж%))=](0)рв\Х = 0) +С) СХ = 1) + s 
| = 
fn) pX = n) 


= -8+(1~0) > (n — 1)0"! 


n m Š 
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—- 0 +(1—0)2 > п" 


nca 1 


"l 


o _ 
9) ° 
=0 对 一 切 9€ (0,1) =0, 
但 p. (f (X) = 0) 并 不 为 1， 
因为 p(/(X)=0)=p(x=1)=(1-0)<1 (0<0<1), 


进一步 的 讨论 


£ “不 完全 的 分 布 族 也 可 以 存在 完全 的 统计 量 , 请 见 下 例 ， 
12 ” 设 X=(Xi，…X) 为 取 自 只 努 里 20159) 分 布 的 iid 样 
本 ， 取 统计 量 


-86+ (1 -6) 一- 
) G 


(X> 一 УХ, 


MEDRA M blm, 0) 0<60<1, 
J=(0,1,2,- .7), 


ри! =й) = (ө 0)", R= 
хе 26) = Ь (1—0) 3 0,1,4, 6,0, 


ХЫ ЖР 
| > ур.) = 0, 0<0=<1 


ti n | 
成 为 `> UR ,)б01-6)-* = 0, 020-1, 


| 21 
更 有 Esef, )0%1-0)"-%=0, 0<0<1, 


Дыт ыы у 9 N = > 
央 而 ， 若 记 уд WA0<0< if, {{0<ы<с, 
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" n 
而 DS yk), )у = 0, 0<у<оо, 
к= 0 


REYNER, ТУРЕН) о<у< оо 都 等 于 0， 而 这 必须 
每 项 丰 数 


(7 Jac = 0, R=0,1,2,.… ,tH, 


Вр gk) = 0, = 0,1,2, ‚и, 
这 证 明了 1 为 完全 统计 量 ， 


但 员 努 里 分 布 族 为 不 完全 分 布 族 。 这 是 因为 贝 努 里 变量 之 
样本 空间 x 
={(z1 Ea), 2:081), 
ОНА А 02": В. 2 ИГ НО, 2711Ж 
为 
P,(X=z)=P,(X, =z/,X, =£, e, X, = z,) 
=@0*%(1—@)”-*, 
其 中 必 为 zi， o z Ж 1 ЛЖ. 
但 如 取 f(X) =Х,-Х,, хь 
E ,(/(X)) =EX, ~ ЕХ, =0—0=0, 
IB/(X) = 0 的 概率 不 为 1， 这 是 因为 
Р,‹\}/(Х)=0)=Р„(Х,-Х, =0) 
=Р(Х|=0, Х,=0) +Р,(Х;=1, Х,=1) 
=(1~0)*+0°<1-0+0=1 (0<0<1), 
所 以 ， 此 分 布 族 为 不 完全 分 布 族 ， 
i£ 对 正 态 ，Poisson… 等 分 布 族 也 有 类 似 的 情况 
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(8 一 5 JURA OSAERARI EERE) 
独立 ， 但 /( 飞 ) 的 分 布 与 6 有 头 的 例 了 


ШЖ, 我们 有 如 下 的 结论 ， 
定理 ” 设 随 机 变量 X 的 样本 空间 和 分 布 族 为 F, В) 及 
{Po。，0€G8}， 而 i(X) 为 一 有 界 完全 统计 量 ， 取 值 于 (1，B7)， 
Н. ta) 为 充分 统计 量 。 则 对 任何 定义 于 多 的 有 限 8; 一 可 测 阮 
数 р(х), 4 ЈОХ) 的 分 布 与 9 无 关 时 ， 对 一 切 06€ @pz f(X) 与 
ICX) 独立 〈 见 [7 2P88)。 然 而 ， 值 得 注意 的 是 ， 本 定 理 之 逆 
ХЕ, ЖЯ. 
HI 2 === К,, 8, = 8,=8*, 
而 X 之 分 布 族 为 
Р,(:93) =1, OER}, 
MIR HEED =X 为 一 完全 充分 统计 量 。 
Af) =Y， 则 对 任何 8 c R , 
Р,(і(2) =0) = P. (f(z)=0)=1, 
В ОСК, ХСХ) ДЕЕР, OER DZ 下 都 是 退化 
分 布 ， 所 以 ， 对 任何 0ERI， 有 
Р,(1(ху)у=0, f(x)=0)=1=P,(t(x) 
=0)P,(f (x) = 0), 
即 对 任何 9C RI1，f(X) 与 (XX) 独 立 ， 但 由 X 之 分 布 族 为 
P.,((01)= 1, —ос<80< со, 
期 (XX) 之 分 布 并 非 与 68 无关， 
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8—6 ”充分 统计 量 的 函数 不 是 充分 统计 量 的 例子 


AREH 
众所周知 ， 我 们 有 如 下 的 | А 
定理 设 T(X) 是 2 的 充分 统计 量 ，2”= 001) B Ë n 8 р ; 
Ж, Шо= (Т) 0853779118. | у 
但 这 并 不 意味 着 任何 时 候 ， 任 一 充分 统计 量 的 函数 它 本 身 7 
也 是 充分 统计 量 。 请 看 
例 1 WN. N(u, с? ), 0 已 知 。， | 
X=(X1;…,X,) ЖШН Ж а 样本 ， 则 依 因子 分 解 定理 
可 知 X 是 4 的 充分 统计 量 。 但 习 不 是 4 的 充分 统计 量 , 事实 上 
-3 № Cr; un 
сые" 
= ло 
f (21, s L; | =) = ` fet) l 
У (2 .— u) 
(1 ¿ 2а 
= у 219 СХ и) ЕГЕ Ж 
мв [е ` +e 
9A0 
故 针 :不 是 4 的 充分 统计 量 ， | 
оу Мп er 
X~p(t) = N(u, =) š 9 


Ху) = T) |- ғ | 


VD z 


Í t N< 
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一 一 由 《一 一 — x (2 ! — 
Vn -om 1 Vn -— 
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8—7 ”充分 完全 统计 量 的 函数 不 
是 充分 完全 统计 量 的 例子 


AR EE 

同样 ， 我 们 有 如 下 

定理 ETO) 是 6 的 充分 完全 统计 量 ，S(T) 是 T 的 单 值 可 
逆 函 数 ， 哆 SCT) 也 是 6 的 充分 完全 统计 量 。 

但 并 不 是 任何 充分 完全 统计 量 的 函数 都 是 充分 完全 统计 
量 ， 例 子 如 下 | | 

1 B XiXe, X, 01144 Ж, z/—N(u, 0°) о? 已 
知 ， 则 XX 是 x 的 充分 完全 统计 量 ， 

虽然 X? 是 4 的 完全 统计 量 (不 难 证 明 完全 统计 景 的 任 一 消 
数 都 是 完全 统计 量 )， 但 由 于 X: 不 是 /的 充分 统计 量 ， 央 而 X: 
不 是 4 的 充分 完全 统计 量 。 


8 一 8 ”指数 族 分 布 表达 式 中 的 T(X) 
不 是 充分 完全 统计 量 的 例子 


有 头 定义 和 定理 
定义 ”如果 分 布 密度 族 {J/zy 0), 6с0)}, фух, 0) 
有 形式 ， 
k 
f(x 0)=a(0)exp] > Q,(0)T ,(z) ист), ` 
1=1 ' 
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其 中 jz) 是非 负 可 测 函 数 ， 则 称 它 为 指数 族 分 布 。 

对 指数 族 分 布 ， 我 们 有 如 下 的 

定理 0 (0/00, 0), OCO) 是 个 参数 的 指数 族 ， 分 布 密 
度 为 


h 
f(z 0) =a(0)exp] У Q (0)T (z) Wa 
J=1 


其 中 参数 9 = (0,,--,0,) EB， 如 果 @ 包 含 一 个 k 维 矩形 ， 目 Q = 
(Q), Q,, ++, О) 的 值 域 包含 有 一 个 维 开 集 ， 则 T(X)= 
(T (X), TAX)) 是 0 的 充分 完全 统计 量 〈 见 [ 6 ) 第 二 册 之 第 
二 分 册 p170)。 | 

但 是 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 指数 族 分 布 ， 其 中 T(X) 并 不 是 
参数 0 的 充分 完 爹 统计 景 ， 请 者 

М1 设 母 体 X~NOo, 0), Жфоров жиа, X= 
СХ, "ХОНА Жр на Ж, MM 


T(X) = ( > X; > x: ) 
是 5 的 充分 统计 量 ， 但 不 是 c 的 完全 统计 量 ， 事 实 上 ,因为 Ж-. 
NGo，o )， 所 以 ， 子 样 和 = (XXX) 的 联合 分 布 为 
k . 
L(z; 0)= ]]f(z¿; 0) 


і = 1 


= (2 ) exp{ ~ z5r x (z =o): ] 


t=1 


1 ү" 1 < 
= (57) exp] ~ Z: 2 xi 


1 < ү. 
to ZX- 


t=] 
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&h(z) = l, 
g(T (z) 8) = (一 一 一 ) ехр{ ~ 55 S x: 
? м ЛО 20 {=i 


则 L(x; 0)=g9(T(z),0)h(z), 
于 是 ， 根 据 Eisher-Neyman 关 子 分 解 定 理 得 
гоо = (Xx, Ух). 

是 0 的 充分 统计 量 ， а 
- (Zx, Ухт) = U, V), 
Ш EUs SEX,= no, 


> DU= > DX, =no2, 


і = 1 


EU? = DU + (EU)? = п(п+1)0°. 


x EV = > ЕХ? = > [DX;+ (EX;)*]=2n0’, 
了 一 上 i=1 

令 g(T) = 20° – (п+'1)У, 

ni Eg(T)=2n(n+1)o?—(n+1)2no?=0, ` 


但 n 宇 2 时 ， 90Г) 0, Ж 
-(5)х, XX). 
i=] i=1 


不 是 0 的 完全 统计 量 ， 
为 什么 会 出 现 这 一 情况 呢 ， 原 因 是 上 述 定理 中 
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— -(-_1 1) 
Q =(0,, Q) = ( VSE g /* 
之 值 域 应 包含 一 个 二 维 开 集 的 条 和 件 得 不 到 满足 。 
进一步 的 讨论 
Ж WX... X. EMANG, о?) 分 布 族 的 ?id 样本 ， 其 
中 a 是 已 知 的 实数 ，0 二 0 是 未 知 参数 ， 则 同样 可 知 
T (X) = ( > Xi > x: ) 


是 0 的 充分 统计 量 ， 但 不 是 0 的 完全 统计 量 ， 
Ж ХАЛИ, 0?)，Y~N(h，03) 
其 中 (ш, осї, оў) 是 未 知 参 数 ， 又 设 
(Xis X,, a Х„), (Y, Ү,, ·~, Yn) 


是 分 别 从 X、Y 母 体 中 抽取 的 iid 样 本 ， 则 可 征明 
T(X, Y) = ( S x, > Y;, Sx; DY) 
i=l j=1 i=l j=l 


Eu, 03, oD 的 充分 统计 量 ， 但 不 是 完全 统计 量 。 原 因 是 上 
述 定 理 中 
Q = (0.,0,,0,;0,) 一 (— — 9 


Сз 


1 1 
-ls =l) 
的 值 域 应 包含 一 个 4 维 开 集 的 条 件 得 不 到 满足 ， 
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(8 一 9 ”在 适当 的 条 件 下 ， 当 人; (Xi ) 是 01 
《1= 1，2) 的 充分 统计 量 时 ，( 7,(X,)， 
TCX.) ZO, 0 ) 的 联合 充分 统 
计量 的 例子 


在 Fisher-Neymam [Р ERP, WROOM T НУВ AH 
同 ， 我 们 并 不 能 由 T 关 于 9 的 联合 充分 性 而 推出 T 的 第 j 个 分 量 关 
于 /的 第 /个 分 量 是 充分 的 。 请 看 
#1 XIX, Ша ВЫ, Хуе, o+), Ди 
0 为 未 知 参 数 。 则 
X =X, Xa, ,‚Х„)-—-{[(хж, н, с?) 


"(Z ) exp] — jsi У х Ta) | 


пос пи? 
HEBA ED 
HIT y EE, maira 


TX, Xare X = (STK, ухе) 


¿ = 1 t—1 
A: (H, CORREIA ИШ, {И 
. _ 1 и — 
T (Х,,Х,, з X,) = (X, P 2 Xi- )*) 


(н, 0 ) 的 联合 充分 统计 量 ， 
但 是 ， 当 0 未知 时 ，T'* 之 分 量 X 不 是 以，o?) 的 分 量 4 的 充 
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> ( X; „ХЖ, 


і = | 


1 
п] 


分 统计 量 ， 当 4 未 知 时 ，T" 之 分 量 
о) 的 分 量 o: 的 充分 统计 量 ， 然 而 ， 当 co: 已 知 时 ， 琉 是 上 的 充 
Яй, мад Еш, E О-о): 是 ot 的 充分 统计 


量 。 尽 管 ， 由 T 关 于 9 的 联合 充分 性 ， 推 不 出 T 的 第 j 个 分 量 关 于 
/的 第 7 个 分 量 的 充分 性 ， 但 在 适当 的 条 件 下 ， 其 道 为 真 ， 即 我 
们 有 如 下 的 


定理 ”如 果 X; 服 从 分 布 族 So 2, p. GEO) G= 


1,2)， 河 ti(Xi) 是 0;€@; 的 充分 统计 量 (i= 1,2), С, (у), 
1,(X,)) 是 (01,9,) €C@,x@, ЖЎЖИ Е (参看 D A.S. 
Fraser: Nonparametric Methods in Statistics John Wiley. 
New York 1956 р21), | 
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点 佑 计 是 统计 推断 的 基本 问题 之 一 ， 它 是 数理 统计 中 一 个 
内 容 比较 丰富 ,反例 也 比较 多 的 重要 分 支 , 我 们 分 成 无 偏 估计 ， 
Као—сгатег 不 等 式 ， 可 容许 估计 ， 大 样本 理论 的 基本 概念 ， 
极 大 似 然 估计 等 五 个 方面 提供 它们 的 有 关 反 例 ， 并 给 出 证 明 。 


9 一 1 参数 不 存在 无 偏 估计 的 例子 


定义 ” 设 母 体 X 具有 分 布 族 {F(x; 0), 0C6), № X= 
《区 1，…, 汶 ,) 是 从 该 母体 中 抽取 的 一 个 子 样 ，T(X) 是 9 的 一 个 舍 
计 ， 如 果 它 满足 下 面 的 关系 式 
Е.(Т) = 0, }-—00ЄӨ, 
刚 称 了 (X) 是 参数 0 的 一 个 无 偏 估计 。 
我 们 知道 ， 在 X~N(O，c2)，X1 XXX, 为 其 id 样 本 ， 


p) 
X=- „Ух 
为 参数 之 无 偏 估计 ， 
st = 一 -一 > (X, — X)2 
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为 参数 0: 之 无 偏 估计 ， 同 样 ， 著 X~6(n，p) (二 项 分 布 )， 
0<p<<1，X1，…,X, 为 其 iid 样 本 ， 则 5 D LESE D TA 


估计 。 但是， 并 非 在 任何 情况 下 ， 参 数 的 无 偏 估计 都 存在 ， 请 
看 

例 1 WX ~ МӨ, 1), 欲 从 一 组 1id 样 本 XXX ABR 
估计 参数 g(6) = 161, 

É 9(X) 为 5900) = 101 之 无 偏 估计 ， 则 对 - оо<0< со, 


_ C — 0) 


E,(g(X)) = >|. g(x)e | az= |0|, 


但 由 指数 族 的 性 质 〈 见 [7 jp21 之 定理 1、2、1) 知 上 式 中 间 一 
Wi, 在 -co<0<oo， 对 8 有 各 级 连续 导数 ,而 上 式 有 边 一 项 19| 
在 9= 0 处 不 可 导 ， 关 此 是 不 可 能 的 ， 即 对 参数 1b| 而 言 , 其 无 仿 
合计 不 存在 . 

P2 设 X~b(n，; D)，0<D<1， 欲 从 一 组 iig 样 本 出 发 , 估 


: = 1 
计 g(p)》 5° 
车 JOOJ ОН, ја 001) =a, i=0,1, n, MJ 
将 有 
， . 
Eg(X) = 之 900) (, )p' (1 p)"! 
)— Ü 


= 0<p< 1, 
这 显然 是 不 可 能 的 ， 因 为 上 式 左 边 是 p 的 次 数 不 超过 + 的 多 项 
式 ， 而 右边 在 =0 处 没有 意义 。 
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进一步 的 讨论 
Ж 显然 在 例 2 中 ， 只 要 9(P) 不 是 Pp 的 次 数 志 1 的 多 项 式 ， 
则 gC(6) 的 无 偏 估计 剖 不 可 能 存在 ， 


9 一 2 无 偏 估计 不 是 一 致 最 小 方差 无 偏 估计 的 例子 


AA RX GE 


€x BUST, Е,Т=0, E,;T? <œ, 3-6) cok 
立 } 即 U 是 具有 有 限 方 差 的 6 的 全 体 无 偏 估计 所 组 成 的 集合 。 如 
RXT. EU, REFA 

D,(T,)<D,(T) 对 一 切 8€E98 和 T EU， 

则 称 T, 是 6 的 一 致 最 小 方差 无 偏 舍 计 ( 记 为 UMVUE )。 ` 

首先 ， 我 们 给 出 下 面 重要 的 Lehmann--Scheffé 

定理 设 XX 的 样本 空间 和 分 布 族 为 (27, 8.), (pa OE 
9@9j，9(0) 为 定义 于 ORTF Ri1 的 函数 ，t(x) 是 9 的 充分 完全 
统计 量 ， 则 

(1) 寿 一 个 只 依赖 于 ixz) 的 估计 量 RCtCz))》 为 9(9) 的 无 偏 
估计 ， 则 必定 是 9(0) 的 UMVUE， 

(2) 这 样 的 估计 量 最 多 只 有 一 个 (在 概率 为 1 相等 的 意义 
F): 

(3) 车 g" (x) 是 9(9) 的 任 一 无 偏 估 计 ， 则 必 存 在 (1) 中 所 述 
的 UMVYUE， 夺 后 者 的 方差 处 外 有限 (在 8 内 )， 则 它 是 9(0) 
的 唯一 的 UMVUE (WC 7 ]p95 定 理 2.1.1)， А 

H Lehmann-Scheffé 定理 ， 可 知 一 些 常见 的 无 偏 估 计 是 
UMYLUE。 例 如 ， 若 Xi ，…X lid k, X ,—N(u, сх), WJ 
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分 别 为 4 和 ca: 的 UMYUBE; ХИ, # Xi," X Midi k, Xi 
р(А) 《Polsson 分 布 )， 则 I 


一 1 п 

Х = у 2, Х, 
为 4 的 UMVUE,; XXI, | X, 为 iid 样 本 ， X,—U(0,/,0,) (在 
(Ois б) 内 的 均匀 分 布 )， 则 


1 rmaxx, + minX;] 
2 1<i=<n хі єв 


为 EX, = 2 WJUMVUE, 


然而 ， 并 非 一 切 无 偏 估计 都 是 UMVUE， 请 看 下 例 ; 
例 1 Xie, X, Hd ЖА, X, 服从 对 数 正 态 分 布 ， 即 
logX | 服从 正 态 分 布 N(H，o*)。 由 此 知 X! 的 密度 函数 为 


l dogr- p)? | 
zgr (logt ш) r, 4220, 


0, +6 
2 


(2ло*у^1ехр| ~ 
f(z; 6) = 


0, | 当 z<C0。 
其 中 6-2 (и, о?), 
由 此 不 难得 到 (XX; ,…,X,〉 的 联合 分 布 密 度 ， 并 根据 因子 分 解 
定理 和 指数 族 的 完全 性 定理 〈《 见 C7 2р80) 可 得 知 


t=(ti,t, )=(= Улок, У, dogX; ~ 1,02) 


і = 1 


为 完全 充分 统计 量 ， Ht tMi, HP 
. 226 à 


v 


(р, =, 22 2108-1), 
容易 算出 ，EAX ! 为 

0(8)===ЕХ, =ехр( + 2). 
设 我 们 要 佑 计 9(2)， 


一 二 g? 
因为 EX= ЕХ, = 0(0) =ехр(и+ —-), 


Хосе, IB H XERE 
t= (1,1) = (> > logX;, У (logX; ~ t1)?) 
p=] i=] 


的 函数 ， 故 根据 上 述 的 Lehmann 一 Scheffé 定理 ， 它 不 可 能 是 
g(0) WJUMVUE, 


进一步 的 讨论 

注 ”用 样本 均值 信 计 总 体 均 值 的 优越 性 (就 方差 小 的 标准 
而 育 )、 只 是 在 指数 族 中 才 对 ， 本 例 1 说 明 ， 在 这 范围 之 外 (对 
数 正 态 不 属于 指数 族 )， 则 可 能 存在 更 好 的 无 偏 估 计 。 换 名 话 
说 ， 示 一 统计 量 的 优越 性 ， 不 仅 取决 于 这 个 统计 量 本 身 ， 还 要 
看 所 抽取 的 样本 分 布 是 怎样 的 。 

注 但 是 就 例 1 而 言 ， 

g(x)=exp{t (х) Yt, (x)) 

是 9(9) 的 UMVUE， 其 中 


_ n= 1 2 ] { k 1. Ë 
боегу) kIT(k+ 2 一 了 ) бт) 0%). 
! | 


事实 上 ，… t —N(nu, 2_), 


2 
п 
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e 服从 对 数 正 态 分 布 。 


ЕХ, =expÍu + <) 


2 
E(et:) = exp lu + a 


又 由 于 2 一 1)， 
szi q ant 
(1) [e 一 二 р. P dt 
(в) 
(вт) 
нз | 
г(-, 2) 
n— 1 
L a. 
FG gm A R=0,1,2,. 
r( 254 
2 


Рену ECt,) _ 1 
sees a y СО 
' 2 
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Ж Eg(x) = ECet'5EL0(t,)1 


= ехр(и + Z) = 0(8), 


Вр g(z) 为 9(6) 之 无 偏 佑 计 , 由 于 它 是 充分 完全 统计 量 上 = (ti, 
1 ,) 的 函数 ， 客 由 Lehmann 一 Scheffé 定 理 知 它 是 9(9) 的 唯一 的 
UMVUE, 


9—3 设 X~{f(x;0), 0600), х,, +з, хп 
是 其 ld 样本， 参数 6 的 无 偏 估 计 是 作 ，， 
АХ», се, Xn 的 对 称 函 数 ， 但 不 是 9 的 
UMYVYUE 的 例子 


AREH 
定理 1 4 ~ 
U (T, Е.Т = Ө, Е.Т? < оо, 对 一 切 0€ @;, 


U, (v, E;v=0, E, <ceo， 对 一 切 6c @), 
设 U 是 非 空 集合 ， 则 T。E DU 是 9 的 UMVDUE 的 充分 必要 条 件 是 
E,(yT )= 0， 对 一 切 9E€ bir C U, 
( 见 [6) 第 二 册 之 二 分 册 P150)， 
EE BX, Х,, e KERAS ҖЕ (/(х,0), Өс 四) 
中 抽取 的 iia 样 本 ， 又 9 的 UMYUE T(X) 存 在 , 则 T(X) ЖХ,, 
义 ,，…，X, 的 对 称 函 数 ， 
证 明 ““T(X) 是 6 的 UMVUE，。. 由 定理 1 有 
Е.(Т(Х)у) = 0, 
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ВП f pra, ‚Жу y Ligt Djy tTa) |] f (z; ;0)а2; 


ах, = 0, | 
XXX ，…，X, 是 iid 的 ，…X 之 密度 函数 /zi 0) 与 XI 的 
密度 函数 /zj 0) 形式 完全 一 样 ，… 在 上 式 积分 号 下 作 变 换 ， 
以 zi; 代 Xj;， 以 zx; 代 x; 得 Ес 
сува ууруу) TI /‹аң8)йту, 


i=1 


因而 ЕУТ(Х,, Xi, Xise, Xa) = ЕУТ(Х,, з X... 
Xis +, X,)=0, | 
° T(X,, X,, ++, Xin +.,Ху, + ,Х„) Ж 0 UMVUE, 
Т‹(Х\,Х,, ‚Ху, Xi... ,Х БЕ ӨШ ОМУСЕ, 
于 是 根据 UMVUE 的 唯一 性 有 
Т(Х,,Х,, Ki, Kj X TX, KX, ,Ky 
ө, Xis өе, X,)a,s, 
MTX, <, Х„)Ж Х|, +, XKAM ЕН Ж. TX es 
Х„)ЖХ|,‚ +, Х.А ЖЖ. 
BERAD, 394430 FB 
反例 | 
WX, Xa +e, X, iid, 


Ñ 
TrT,—P(A) = pe, À> 0, | 


1 > ф 1 1 У 2 
lll m — + mire . ji 


РЕА RU ЕИ, H'E11BEX , Х,, s ХЫ Ж. 
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AMi, X KAWmJUMVUE, [ 5, 者 不 是 人 的 UMYUE，。 


029—4 无 偏 估计 存在 ， 而 UMVUE 
不 存在 的 例子 


我 们 已 经 知道 ， 无 偏 估计 可 以 不 存在 。 然 而 ， 无 集 估 计 即 
使 存在 ， 而 UMVUE 也 可 以 不 存在 ， 请 看 下 例 ， 
例 1 9 {0，1}，f (7X) 定 义 为 
fo(z)=I1io,1)(X)  ((0，1) 上 的 均匀 分 布 )， 


Рб) = To, (z), du = ах, 


ЕНЕС (0, 1), ХАТТЕ Жоли: 本 大 小 为 1， 样本 
EILAT): | 
Ө, (2) = ho (ж) рсе б), 
其 中 һп=[08#+(1-0)°—11-!, 
则 易 证 对 任何 的 65E (0, 1), 9s(z) 为 6 的 无 偏 估 计 ， 且 
D,., 0,(X) =О(дї)—>0 (ЉОЕ) 
即 存在 6 的 无 偏 估计 9,(z)， 其 当 6= 工时 的 方差 可 小 于 任何 指 
定 值 。 由 此 可 知 ， 若 9 的 UMYUE 存 在 ( 记 为 0*(x))， 则 必 有 
D,.,9"(z) = 0, 
而 这 只 有 在 
P,(9*(X)=1)=1 
时 才 有 可 能 . 若 后 一 事实 成 立 ， 将 有 
Е,_,0*(Х)=1, 
这 与 9" 为 9 的 无 偏 估计 了 矛盾， 这 说 明 6 的 UMVUE 不 存在 。 
‚ 231. 


9 一 5 “6 是 6 的 无 偏 估计 ， 但 g(6) 不 是 g(0) 的 无 
仿 估 计 的 例子 (其 中 g( 六 ) 是 和 = (入 1,…， 
Xn) 的 Borel IMAH). 


AREH 


显然 ， 如 下 结论 不 证 自明 ， 

定理 ”车 9( 6 ) 是 9(9) 的 无 偏 估计 ， 则 8 是 6 的 无 偏 估计 
其 中 9(X) 是 X= (X,, ©, X,) 的 任 一 Borel 可 测 函数 ， 

但 其 逆 不 成 立 ， 请 看 

例 1 Ж 


lx 


是 均值 & 的 无 偏 舍 计 ， 即 EAX = р, ОХ =< 018F (此 处 X 是 随机 
wE), X: Eu: 的 无 偏 估计， 事实 上 


ЕХ? =DX + (ЕХ)? = DA и INE 


例 2 к-до, o), ni 
sr = -二 S a- X)? 
是 oz 的 无 偏 估计 ， 


但 5: 却 不 是 0 的 无 偏 估 计 。 事实 上 


~ (п— 1), 


p(s: ) - | Ут _— l y E- езх 
g . 


I2 п — 1 
2 * r) 
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= ` _ J x+ 1e ide 
—- 一 0 
2 2 г( 5 ) 
1 k № 
агт) 
11и 1 2 
г) | 
. 9 r( 7) 
mnn ° | N 
г(— 
Гот) | 
г Е(51) = О | — 1 l` 1 O, 
УИ 1 Дн ) | 
进一步 的 讨论 


Ж 车 6 是 9 的 无 偏 估计 ， 又 9 是 9 的 线性 函数 , 则 有 9(6 ) 
是 9(9) 的 无 偏 估 计 ， | 
Ж "n ceo 时， 例 2 的 S: 将 是 6 的 渐 近 无 偏 估计 ， 即 
E(S*)—>0 (ОҢЩнп->осо [), 
事实 上 ， 利 用 Stirling 公 式 ， 可 证 


Г(р+һ) й Y 
Г(р) р CAPER KHT), 


, -1 1 
rr) 


PEO cien ann P) „үс, 
n=] и] 5 
Г) Гу) 
( 当 n 充 分 大 时 )， 
人 
WA E(S*)=0 v 2 (2) жо, | 


"сг 
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9—6 ”在 一 TE N E R TE EE T 用 


жо 


S 2 1S 


вата l Š X- Afh 
го 更 优 的 例子 


我 们 知道 ， 当 仅 考 虑 无 偏 性 时 ， 用 SS 去 估计 o: 比 之 用 
Sr+1 江 仿 计 o 更 好 。 这 是 因为 
ES: =о', 


Е$°,, = "2162402 
而 =F] SO 


BhS。 是 o Йу, WS; :是 的 有 偏 估计 。 然 而 ， 当 仅 
考 卡 信 计 方 差 的 大 小 时 ， 用 53. :去 估计 o 又 比 之 用 S 去 估计 
0 更 好 ， 这 是 因为 


2( 玫 一 1) 1 2с4 
DS? = o* < DSt’ = 
l (n+1): < п— ] ° 


现在 ， 我 们 要 问 应 该 怎样 来 衡量 S** H Si. ,作为 o? 的 估计 哪个 
更 好 呢 ? 对 此 ， 我 们 有 下 面 的 结论 ， 
定理 在 均 方 误差 最 小 的 准则 下 ， Sari BEZ 5: 作为 o 的 
估计 更 为 优良 ， 
证 明 因为 | 
Е(5; —о°*)* = Е(5:'* – ESt' )2 


= pst = 22 
n п— 1? 
而 Е(51,,-о0*)®=Е(5%,,— ESt, +ES?,, ~ 0’)? 


= D$}, +2Е{(5?., – ES: | (ESE, —0°)} 
+LES? +: – 0° ]° 


234 ° 


_ 200—1) gt} 9(Е52,, - 0%) (Е5,, ~ ES?,,) 
(n +1)? 
рте) 
_ 200 1)0* Ao _ 2012 +. ‚ 
 (n+1)2 (n+l1): (0+1) n+l 
于 是 Е(52,,-0°2):<Е(5: 一 0 ) 
即 在 均 方 误差 最 小 的 准则 下 ， 参 数 ot 的 估计 量 取 Sr. , 较 之 取 
SU 更 优 ， 这 个 准则 是 在 兼顾 了 方差 及 偏差 的 绝对 值 都 要 R 相 
对 地 小 的 情况 下 确定 的 ， 
ж 请 与 例 9--11 的 容许 性 问题 联系 起 来 阅读 ， 


20+2 уа 120 


ia 


9—7 无 偏 估计 不 是 一 致 (相合 ) 估 计 的 例 二 


定义 ” 设 X:，…，X, 是 抽 自 分 布 族 {F(x;0)，60E€ 回 } 的 子 
样 ，T, = T,(X1，…，X,) 是 9 的 估计 ， 如 果 序 列 (Т) БЕЙЛИ. 
到 真 参 数值 6， 即 对 任意 8 之 0， 

limP,(|T,-0| Ze) = 0, %у—170Є ®. 


则 称 T, 是 9 的 一 致 估计 ， 

从 大 样本 理论 的 观点 看 ,一致 性 是 对 估计 量 最 起 码 的 要 求 ， 
这 个 要 求 也 是 最 容易 满足 的 要 求 。 这 主要 是 由 于 概率 论 中 的 大 
数 定 律 。 然 而 ， 在 一 些 情况 下 ,用 常见 方法 构造 出 来 的 人 计量， 
也 可 以 没有 一 致 性 。 下 而 就 是 一 个 例证 ， 

ФИЯ, Ж Ж--0[0, 0), В 


`40<z=<0, 


其 他 ， 
而 Xi， Х,, ЕЕ. ХА X rh #H EK R iidiE 2, 则 


1 
X. f(z;0) 一 | 0 
0 
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T (X) TEL max X; 


1< тєп 
AI T,(X )=2X, 
都 是 9 的 无 偏 估 计 。 事 实 上 ， 因 为 
n-i 
2 I) 当 0< =<6, 
max X; ~s 
l< ки 
0, 其 他 ， 
ё x. 1 
故 О ЕТ (Хә = tile пах Xx) = PEL] ШАЛАР 
rt 1 <; =<" n 0 0" 


n+] n "+1" 
n Ü" n+l 


dhr 
жън 


— 
wna 


8 
ET,(X,)=2EX, = ?| tadt = 0, 
0 


下 面 ， 我 们 来 证 明 T:(X) 是 9 的 一 致 估计 ， 而 了 T:(X; ) 却 不 是 6 的 
一 致 估计 ， 


= Е( max Х;) = пб А 
1 чі =n n + 1 
Er max Xi)5]= | 1? nt” t Ti = nÂ? 
і<єі& я б 6" n+2” 
2 
故 D(maxXi) =Ü - (一 一 no ) = 
1<i<n п+ 2 n+l (п+2)(п+1)? ° 


于 是 ， 由 切 比 雪 夫 不 等 式 有 
Р{|Т,(Х) -0|>e) = PÍ | -一 l max X; — 0| >e} 


IKIER 
D max X. 
_?( W sica ` = (211) ` n8’ 
E? є*(һ+2)(п+ 1)? 
— 0 (и co), 


PHT (X)7 旦 6 的 一 致 估计 。 然 而 
. 236 ° 


P{IT,(X1)- 0! >e)}=P{|2X -0|>e) 


1 ЫП, |” | 
—dt = = dt + di 
|... gq Ө све) 0 


zO- g£)—A— 0 【HH 一 >CO ) 


即 7 ,(X,) 虽 是 9 的 无 偏 估 计 、， 但 却 不 是 9 的 一 致 估计 ， 
注 9 舶 有 偏 估计 
T,(X)= max X; 


1 < гъ 


0н) — 901817. FKE, 
P{|T;(X) – 91228) = Р{ | тах X; ~ 0| >€} 


H 


l 


El max Xi - t): 


і + 
=< — — +. — P —- 


3 
I F|(max Х,- Nasi)" (8- C-O] 
и e: | 

、 пө ү? 

_ (тах Xi ) + (0~ 7 È 
= -一 上 

пө? п \ 2 
_ (n +2)(n +1)? + (0 n+l 
аали 一 -一 一 >0 (n>), 

£ 9 的 有 偏 估计 TT,(X1)= X, 却 不 是 0 的 一 致 估计。 事 


实 上 
P(|T,(X, OY 


|. 3 


的 关系。 


= 
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8—8 ”无 偏 估计 的 方差 低 于 Rao-cramér 
不 等 式 下 界 的 例子 


ARKE, 


首先 让 我 们 叙述 Rao-cramer 不 等 式 定理 ， | 

定理 (Rao-cramér 不 等 式 〉 设 8 是 实数 轴 上 的 一 个 开 区 
间 ,{f(x;0) ,09E@} 是 母体 XX 的 分 布 密 度 族 ; X= (Xi... X.) 
是 从 该 母体 中 抽取 的 一 个 简单 随机 样本 ，T(X) 是 9(6) 的 一 个 
无 偏 估计 ， 且 满足 条 件 ， 


(1) &&S—S(c,f(z,0)>0) 503, 
(2) g mO ete, H 


2 (раз a= | 2659) азо, 对 一 切 8 c @. 
2 (теа) 0042 = (тс) ке 对 一 
WEO. 
其 中 L(r;0)= II faz 6 
i=1 
是 子 样 X=(X1，…,X,) 的 联合 分 布 密度 
(3) roS (I. ) >o, 


则 [9g'(9)]*<Di(T).n1(9)， 对 一 切 9e@、 
如 果 上 式 中 等 号 成 立 ， 则 存在 C(9) 关 0， 使 得 下 式 成 立 ， 
= CETIX) ~ 960) 1a,s), 
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如 果 9/(9。) 半 0， 则 有 


/ z 
D..(T)> 45 | 


特别 当 g(9) = 69 时， 上 式 可 简化 为 
Р. (Т) 22 ———— _1 
п1(0) 
( 见 [6] 第 二 册 之 二 分 册 忆 153)。 
注 也 有 的 书 称 Rao-cramer 不 等 式 为 Frechet-Rao-crarmnei 
不 等 式 ， 
Ж 条 件 (2)、(3) 常 称 为 正规 性 条 件 。 
但 是 ， 当 Rao-cramér 不 等 式 定理 中 的 正规 性 条 件 不 满足 
时 ，9 的 无 偏 估 计量 T(X) 的 方差 可 以 低 于 Rao-cramer 不 等 式 的 
TR. WA 
例 1 设 X~UL0,69]， 则 
1, б< тб, 
X—f(z;0) -d 9 
0， 其 他 。 


ВФ = (0,00) gosam, DO ефе, IB щё = т}, 
OGO ЖЕ, ЕИН, ` 


+ 1n = — ln0 onf __1 
此 时 J по, дө 0 ° 


我 们 有 I. = p(t -| 1 qz 一 jz 


Rao-cramer 不 等 式 的 下 界 为 
1 0 


nico) H `° 


. 239. 


而 Е|" imax(X,,.. хо |= "51 т1н ах = 0 


n+] 


Ё — max (X, Ti  X,) 是 9 的 无 偏 估计 。 


H + ] 


X — ~ max(A,:: ' X, )H9 20 


p(*—' Imax(X ‚х„)) 


2 9 п= 1 | 2 
= (=) {| т dr | ECmax CX, yen) ) | | 


тее (тё Ө < 
n? n+ 2 n+l’ nin +2) 


H 


即 当 Rao-cramer 不 等 式 定理 的 正规 性 条 件 不 成 立时 ，8 的 无 仿 
.估计 的 方差 可 以 低 于 Rao-cramEr 不 等 式 的 下 界 。 | 


9—9 UMVUE 其 方差 达 不 到 Rao-cramér 
不 等 式 下 界 的 例子 


有 关 定 理 


首先 ， 不 难 证 朋 如 下 结论 ， 

定理 (在 一 定 条 件 下 ， 见 例 9-8 之 Rao-cramer 不 等 式 定理 ) 
方差 达到 Rao-cramer 不 等 式 下 界 的 无 偏 估计 ,必定 是 UMVUE 

但 定理 的 逆 不 真 ， 请 看 | 

例 1 设 母 体 X~N(4,0o:)， 其 中 hk 和 o: 是 未 知 参数 . 设 X = 
(X11,…, 尖 ,) 是 从 该 母体 中 抽取 的 iid 样 本 。 则 不 难 知道 


是 0? 的 UMVUE。 但 由 
‚2 
Ano. ~x (n= 1) 


1 р(Х®=1055у=(я-1), 


从 而 D(S: )= -20 


n — 1 ° 


但 100°) =Е,:( у 


= J | | =: А ü -| 一 “Tor dr = ] - 
_ О „О 


Ст 
2 g 


1 
其 中 r= Zano 
故 Rao-cramer 不 等 式 的 下 界 为 


__1 -2c 
niio?) n ’ 
„ 2 4 
Р(5*° у= 20 20 f 
n п 一 上 1; 


即 cz 的 UMVUE S” 其 方差 D(S”) 达 不 到 C 一 R 不 等 式 的 下 界 . 


9—10 ”充分 统计 量 不 是 有 效 估计 量 的 例子 


АЖ Е Хн 

ЖУ ”如果 T 是 参数 9 的 一 个 无 偏 估计 , 它 的 方差 达到 Rao- 
cramer 不 等 式 的 下 界 ， 那 么 称 T 是 6 的 有 效 估计 量 . 

我 们 有 如 下 正面 的 命题 


° 241 ° 


定理 若 T(X) 是 8 的 无 偏 贷 计 量 ， 则 当 T(X) 是 9 的 有 效 信 
计量 时 ， 必 有 T(X》 是 6 的 充分 统计 量 ( 见 [61] 第 二 册 之 二 分 轩 
P166 定 理 4). 

但 其 逆 不 成 立 ， 请 看 

1 BX~N(u,0o*), p EAN, M] 

5, = -二 IS (X - X): 
”着 5 的 充分 统计 量 ， 但 

ку 20 204 

P(S, )= 272—5 


其 中 -22 是 CR 不 等 式 的 下 界 ， 


n 


故 S” 不 是 oz 的 有 效 估计 量 . 


进一步 的 讨论 
i£ ” 设 T(X) 是 9 的 无 偏 估 计 ， 则 当 TC(X) 是 6 的 充分 统计 量 
且 满 足 
ofr) с‹өу(Т-ө) (a.S) 


(其 中 fr(t,0) 为 T 的 分 布 密度 ，C(9) 太 0) 时 ，T(X》 也 是 9 的 有 
效 估 计量 ， | | 
证 上 明 falt EX = (XX1…,X,) 关于 T(X) = 1 的 条 件 密 
度 ， 由 于 T(X) 是 9 的 充分 统计 量 ， 所 以 它 与 9 无 关 ， 且 有 
10,0) = f(x] t)fr(t,0), 
其 中 f(x,9) 是 X= (Xi, ,XX,) 的 联合 分 布 密度 ， fr(t,9) 是 T 的 
分 布 密度 ， 


olnL(z;0) _ Əlnf;(t,0) _ _ 
р = ©" = С(Ө)(Т- ө), 


° 242 ° 


于 是 互 (-9n2 ) ск (алс DV = COET — 02 


= C2(0)E(T — ET)* = C2(0)DT, 


-0 -9 Ет >| 
1= -5 六 = 高 ЕТ = эу t fr(t,@)dt 


pò a 9fr(t, 0) 
= |! 9 7702,8) = fo plr at 
= fG -0E n ‚Өзу, (1 ‚Ө)аї 
асвад, 0)dt 


= TOE 0)? fr(t,0)dt = 0(0)DT. 


.. lnL _ дау (=; ;0) əln f 
° — L >| fdz 


і = 1 


-| У |а 


— 


f 


一 > 9 |/az =o, 
i=] | 


. lnL z; ON _ olinL(x,0 2 
D — = Е (p) 


ш 2 
дїп TT f (>; ; 0) 
=E | — ll | olnf 
д8 > \ 280 


¿=1 


2 


= SIO) =nt(0), 
_ С‹0)р?Т 1 
ВХ ni0) = ct (ODT = 一 一 -一 -一 ~ 一 
DT DT ` 


e 243 。 


HU DT = — 
7 是 6 的 有 效 估计 量 。 


29—11 参数 的 UMVUE 不 是 参数 的 
可 容许 估计 的 例子 


定义 ” 设 d 为 6 的 一 个 估计 ， 车 不 存在 男 一 个 估计 d”"， 使 
R(0,d*)<R(0,d) 对 一 切 0 CEB 成 立 
且 不 等 号 下 少 对 一 个 6E@ 成 立 ， 则 称 d 为 可 容许 估计 。 反 之 ， 
则 称 q 是 不 可 容许 的 。 其 中 
R(0,d) = EL(0,d) 
为 信 计 d 的 风险 函数 ，L(6,d) 为 估计 d 之 损失 函数 ， 

在 估计 问题 中 ， 在 一 定 的 最 优 准 则 下 得 到 的 参数 0 的 估计 
量 ， 有 不 少 是 可 容许 的 。 但 是 ， 也 存在 着 这 样 的 情况 ， 估 计量 
即使 是 8 的 UMVUE, 但 它 却 是 不 可 容许 的 。 我 们 有 下 面 的 例子 ， 

例 1 设 Xi ,XX,,… ,XX, 是 iid 样 本，X1~N(k, o), б= (р 
9:)， 和 欲 估 计 c: 。 定 义 损失 函数 

L(g,d) = ED 


我 们 知道 ， 常 用 的 估计 量 


1 5, A 1 
+ 2 = элын E н "Шын г. X, Të 2¿ — _ _ == 2 


是 0 的 UMVUE, 然而 它 是 不 可 容许 的 。 为 了 证 明 这 一 点 ，` 考 
RE mes 的 佰 计 ，c 为 待定 常数 。 注 意 到 


有 Е(#—)=п-1, (5 )=2(п-1), 


R(0?,es2) = EL(0? ,est) = E| Pr 


TESTES 
= | p(2,) +E? (2) |- 9cE (2+) +] 
=2(п—1)с°+{[1—(з—1)сС]°*, 


А _ 1 
其 最 小 值 在 c = жур 达到 。 


IHH Es; ORRA 
К(0°,5*') = EL(o?,s*’) = EC 一 2 
=E (5 2050) Е (- o -2E ( = +1 
ТоС) s Сезе С) 


-2 
On 


п ] — 1 ` 
` f — 1 A 
F > X,- УХ)? 


之 风险 为 R (0, — st) = R (0, -5 s?) 


2 š 
= 2( n ~ Мы) + | 1- (л 一 D- [ 


2 


п+ J] ° 


2 H — 1 * 1 у 2 + 
ERA К(о күр: )<R(o? 51°), 


‚245 ° 


故 s* 是 不 可 容许 的 〈 请 与 例 9 一 6 联系 起 来 阅读 ). 
下 面 我 们 再 给 一 个 著名 例子 ， 它 是 stein 给 出 的 ， 
12 设 闵 !，XX,，…，X, 为 iid 样 本 ，X1 服 从 R 维 正 态 分 布 
№(0,1,), Akhire = (0, , 0, 其 中 记号 1 表示 k 阶 单位 阵 ， 
b: 
Oist, O ЖЖ | : | 之 转 置 ,定义 损失 函数 为 
| 9, 


100, 4) = 410~djl:。 通 常 的 估计 量 是 
_1< 
X=- X x, 


它 是 9 的 UMVUE,。 但 是 stein 在 1956 年 证 明了 当 人 参数 R 之 3 时 ,这 
тиин, 仿 计 量 


0* = (1- СЫН (1) 


下 面 我 们 来 证 明 这 个 结论 ,由 于 stein 1956 年 的 证 明 过 分 宛 
E, 这 里 我 们 采用 Hudon 1978 年 给 出 的 较为 简练 的 分 部 积分 法 
来 证 朋 ， 


‚_ y k-2 
4 = (1- vrr) nX N X 
的 风险 函数 为 
Е(0,0*) = Е1(0,0*) = сли s. 
‚ (k-2)X (k— 2) X 
=Е|(Х- 0) DC J a-o - „XY 一 | 


= ЕХ -0j + ERÉ к(—1.) 


° 246 ° 


- 2022 02]. (ә 


ийи X-N(6 gh), 
X 
Е[(Х- 0)" тҮ. 


Ё 


nS - 09: П 
du; 


x 
= ny yx j n [ETI ox 
Von’ 18% Xj 
Уи 
j=l 
ПУ) (0) - 
x = 2 и la 
1 =1 
крес 


`= i=1 
i 1 | | 
Ё 
а ү 
jj- = 2 ЕИ 


хау. | 
Eb-t 
. 247 。 


nA [71 n(yi— 0i)° 
“(о >| jexp{- z 
xd — 8: | exp 
и) k-1 
2, 
h k 
TEE > (1-9): Па 
ix: P: 
k 
T.A k p, > ut ~ 20% ковре) 
= h >| -一 一 一 一 一 6 2 ау; • 
эз 2 
м2л і (Zu?) 
1 = ] 


Ё Ё 
x| fanl- 2 wo} dy, 
Каза =] 


ft арт 


_ мп ү A| e 
= > R, < y 2 


! = 1 
k 
( ">, (yj ~ 0;) kh 
i 1 5 [| dy; 
i -1 


° 248 ° 


-| 
/AON R, ЭЭР ) 
Ай f 
} =1 
f КЕ Ё -- 2 И 1 
lla Вур) 
= 222 E( 1 
Ийги 
代入 (*) 式 得 


ж у = |  — = “_. 
REA = Б А nX'X 


x = D: 
= К ө, Á 一 一 一 一 一 E(— RE Ө, X) 
(ў 0Єк,), 
.入 是 不可 容许 的 。 
进一步 的 讨论 
注 Ж ә, ШИШЕ 


也 是 不 可 容许 的 。 可 以 证 明 О _ 
9 (zl + Xa) = min е 2 (x= X), 


(2) 


`. 249 • 


一 致 地 优 于 


1. 上 > (zz)?。 这 是 stein 证 明 的 一 个 结果 ， 但 
证 明和 需要 用 到 较 多 的 知识 ， 我 们 不 在 此 给 出 了 ， 

Ж 在 例 2 中 的 既是 UMVUE， 也 是 最 优 不 变 估计 (在 平 
移 变 换 群 下 ) 和 Minimax 估 计 。 因 此 这 个 例 2 告诉 我 们 ， 不 可 
把 一 种 最 优 准 则 绝对 化 。 也 应 当 注 意 ， 象 (1)、(2) 两 式 给 出 的 
估计 ， 且 前 也 没有 在 应 用 问题 中 普遍 使 用 。 这 除了 由于 习惯 原 
关外 ,还 应 当 了 解 ,这些 估 计 的 优越 性 是 与 一 定 的 损失 函数 相 联 
系 在 一 起 的， 不 能 认为 这 种 损失 函数 一 定 符合 问题 的 实际 ， 因 
此 人 们 宁肯 使 用 直观 上 看 来 简单 明了 的 估计 S;* 和 下 ,而 不 愿 使 
用 较为 复杂 的 信和 计量 (1) 和 (2)， 


9—12 荣 些 条 件 不 满足 ， 但 似 然 方程 仍然 存在 一 
致 (相合 ) 解 并 且 满 足 渐 近 正 态 性 的 例子 


有 关 定 理 


关于 似 然 方程 解 的 性 质 ， 我 们 有 如 下 两 个 定理 ， 
定理 1 设 母 体 X 具 有 分 布 密 度 族 {f(x; 0)，0EG}，9 为 
Ri 上 的 一 个 开 集 ， ХІ, Xas +з, Х.А ЕЖЕ? iid 样 本 ， 


AO 在 @ 上 处 处 有 限 ， 且 对 任何 91 9, 有 不 同 的 分 布 ， 又 
假定 EiLJ(z;6)| 一 co， 对 一 切 E@。 则 对 任何 9E @， 方 各 


689 
В МА 0,, 35 ДЕ, 


Р, ( Ө —-> 0 ) = IP. 


| : 38 
д nb = > 99/030) = 0) 


• 250 * 


ЕП 0, 是 6 的 强 一 致 (相合 ) 解 ( 见 [73p204 定 理 2.6.4)， 
ER? БКЖ A (f(z;0), 0С}, Ө R, 上 的 一 个 开 
Ж, Xis Xas tty X, K Hiid EA, 假定 
df C730) | _ 92/020) | _ 
(1) |9700 az = o, | TE ах = 0 


对 一 切 0€ Ө, 
olnf(x;0)* ү? 
(2) 0<100) = Е, (—— — <% 


(3) |0930) | <Ha), B EHX)<M<o, 


(4) RAHO, {у ЖАА E, MAENEO, MAR 
方程 有 一 个 解 6,， 满 足 


L 1 
V n (0,-() — N (0, ORL 


Жн жї A DLC7 2 p216%E38B2./.2.6), 


但 是 ， 有 时 会 遇 到 这 样 的 例子 ， 上 述 定 理 1， 定理 2 的 条 件 
虽 不 满足 ， ERIEN REE ЖОН а оо, Зе Н. Е 


v n 0, -0> N(0, =). 


请 看 下 面 Kulldorf 给 出 的 一 个 例子 。 | 

例 1 WX —N (0, 0), 0>0, Xis X,, =, XREN 
体 X 的 iid 样 本 ， 
于 是 


LD = (2i0) oe ©, 


* 251 ° 


2101, — 1! l 2лп 
90 202 ` 4r? 


. ИЖ 


2inL _ 
20 9 


HÄ EX? = 8, DX? = 30% — 0? = 20", 


1 1 z 
Inf(x.0)= 一 一 1nb ~ [адл 一 - -e= 
| f (а 3 ) 2 2 ° 0” 
21n/(z;0) zt 1 
26 202 20° 


2 


>= „2 一 x 
P. y Lucia 
4202 207 олд 


H ËJ Е R! Kouuoropob)s8 Ў, ЖП 


. 252 ° 


^ @,$ 


p. — 0, 


B Hi ЙЕ 


vrl - 0) = Zn (c-> X: 


 Q'ln/(z9)_ _ 


然而 ， 302 


яй, жо 0 оом ажат. т, 即 上 述 定 起 2 的 


条 件 (3) 不 满足 ИАС. kulldorjf; On the Conditions 
for Consistency and Asymptotic Efficiency of Maximum 
Likelihood Estimates. Skand Aktuarietidskr. 40(1957) p129 


— 144). 


ty 
8% 


32? 
g 


08° 


_ 1 узи 
-0 )= >= 2 X: wne 


X? ~ n0 


АЫ 
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(09—15 参数 9 的 一 致 (相合 ) 渐 近 正太 估计 
о 在 9 点 的 渐 近 方差 -< 全 ?中 的 v(9) 
低 于 C-R 下 界 的 例子 


ARER 


定义 1 BCX, s Х,) 9090): 符 存 在 (0)， 0 
«0(00) <оо, ОСО, -使 得 


— L 
мох, Xas ©, X,) (8) |—>N(0,0(0)) 对 


一 切 0сӨ 则 称 02900) 的 相合 渐 近 正 态 估计 (Consistent 
Asymptotically Normal) САМЕ А САМ 估计 是 


А НАТЕ ЕТАР, С 有 时 称 为 


010 R BJ WI J Ж. 

从 定义 1 中 不 难 知道 ， 9 的 CAN 佑 计 $ 必 是 9 的 弱 相 合 信 计 
( 即 一 致 性 信守 )。 

在 较 早 的 著作 中 ， 曾 引进 “有 效 估计 ”的 概念 。 这 是 基于 
C 一 R 不 等 式 而 来 的 。 设 9 为 9(9) 的 无 偏 佑 计 , 则 由 C 一 R 不 等 式 
知 〈 在 一 定 的 正规 性 条 件 下 ) ` 


D> RL . 


因此 ， 把 二 者 的 比值 (DC(9) 作 分 母 〉 称 作 9 的 效率 ， 当 效 率 为 
1 时 ， 称 9 为 0(0) 的 有 效 估计 

这 个 定义 的 缺点 是 明显 的 .因为 能 达到 (5 一 尺 不 等 式 下 界 的 
情况 不 是 常规 ， 而 是 一 种 例外 。 这 样 ， 在 大 多 数 情况 下 ， 有 效 
估计 将 不 存在 .另外 ,C 一 R 不 等 式 的 成 立 有 一 定 的 条 件 , 当 这 些 
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条 件 不 成 立时 ，C 一 R 不 等 式 可 以 不 对 ( 见 例 9 一 8)， 这 时 ,依据 
它 所 提供 的 下 限 去 定义 效率 就 不 合理 了 。 因 此 ,有 人 考虑 将 “有 
效 ” 的 要 求 放宽 为 所 谓 “ 渐 近 有 效 ”, 即 当 #->co 时 ,上 述 比 值 趋 
于 1 。 这 个 定义 虽然 部 分 地 解决 了 上 述 问题 ， 但 仍 存在 重要 的 
缺点 ， 即 方差 D(g) 可 能 不 存在 或 难于 确定 。 因 此 ， 在 一 般 情况 
下 ， 很 难 验证 9 是 否 具 有 这 个 性 质 。 

然而 ，C4N 估 计 却 是 常见 的 ， 在 很 一 BORET, яш 
是 CAN 估 计 ， 而 在 较 有 限制 性 的 条 件 下 , 似 然 方程 有 一 根 为 
CAN 估 计 ， 自 然 地 ， 若 $91 和 9, 都 是 9(9) 的 CAN 估 计 ， 即 


VREG, X90 N (0, v1(0)), 
=], 2, HAEA 280,00) <о,(00) (0.980553), 则 我 
们 认为 儿 渐 近 地 优 于 9s。 这 可 以 作 如 下 的 解释 ， 任 给 > 0 , 问 
“9 与 9(9) 的 偏差 不 超 过 -一 ”的 概率 有 多 大 ? 由 定义 可 知 ， 


近似 地 有 


由 此 可 知 ， 若 
s  b(0) <u,(0) ` 
则 当 # 充 分 大 时 ， 有 


pol 
”对 一 切 c > 0 成立， 
就 是 说 ， 当 样本 大 小 hn 足够 大 时 ， 使 用 去 估计 9g(9) 较 之 使 用 
д, 218000), ， 更 可 能 得 到 较 准确 的 估计 ， 正 是 在 这 个 意义 上 ， 


21 <=) е Tdr, | 


0: 000) |< >n (10.-000)1< 2 | 
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因此 ， 自然 就 提出 了 找 渐 近 方 差 最 小 的 CAN 估计 的 问题 
(这 种 信 计 为 最 优 渐 近 正 态 估计 )， 然 而 ,在 一 切 CA4N 估计 中 ， 
2(0) 的 下 确 界 如 何 呢 ? 

Fisher 早 就 猜测 这 个 下 确 界 就 是 Fisher 信息 量 1(9) Т 


Ti Fisher 是 从 他 对 极 大 似 然 估计 的 研究 作出 这 一 猜测 的 


(他 认为 极 大 似 然 估 计 是 最 好 的 估计 ,其 渐 近 方差 应 是 最 小 的 ) 。 
MERIA C—R 不 等 式 的 角度 观察 ， 也 觉得 这 个 猜测 是 可 信 
的 。 这 导致 了 如 下 的 定义 ， 
定义 2 ” 设 对 任何 9€ 个 ， 当 nn->co 时 ， 
一 | L CORN 
V n[0(X ,,X,,.. Xa) = 90] —>N (0, ), 


ШЕК ó 为 900) 的 最 优 渐 近 正 态 估计 (Best asympiotically 
поғтаї estimate), 简称 BAN 估 计 (此 处 假设 XI1， Xa es 
X, 为 iid 样 本 ). 当 g(9) = 6 时 ， | 


[9 (0) ___1 
I(0) 100) ° 


然而 ， 在 五 十 年 代 ， 开 odges 举 出 一 个 反例 ， 说 明 v(0) 可 
以 低 于 C 一 R 下 界 ， 这 样 估 计 则 “ 超 有 效 估计 ” (“Super- 
efficient estimate”), е — Æ, 就 打破 了 Fisher 的 这 个 猜测 。 
这 一 事实 引起 了 一 些 学 者 的 兴趣 。 经 过 一 些 学 者 研究 ， 证 明了 
Fisher 的 猜测 在 一 定 的 限制 性 条 御 下 是 对 的 (具体 地 说 要 排除 
某 些 象 Hodges 例 子 中 的 “病态 性 ”的 C4N 估 计 ， 只 对 剩 下 的 
CAN 估 计 求 浙 近 方差 的 下 确 界 )， 而 且 这 种 所 谓 的 “ 超 有 效 性 ” 
只 能 出 现在 很 稀有 的 、 非 一 致 收敛 的 情况 中 ， 

下 面 我 们 来 给 出 Hodges 的 例子 ， 并 给 予 详 细 的 证 明 。 

Mi 设 9 为 9 的 CAN 信 计 、 найаивЕяе- -0 的 一 个 
邻 域 ， 记 
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SEURX у, з, 00-01900, 0(0)), 
шу ОХ, з K.) 
[AK Xn AD Оп, ә! =" 
X. ,X,, Xah MIXX PR О, 
则 当 6= 0 时 ， 


$, 


4 н > 


| 


lirn P - E | ĝ 
HN + > 


<n +) = limp. (ук 9| <n |. Е 


Му 0 = 0, С n (0 — д) = у р ЕА, йїп: 
>» so (n=), _1 > — оо (n-=co) 


s 当 8= 06, 
— iu 1 


N >40> 08, Е | 
шар Í 91 <" У = ар. Гарат) 
= limpi| =n, *=8<9-0<n *-0) Е 
= limp {vn (=r *-0)<V ny 0) < (r: -外 
© V 万 (9 0) 的 极限 分 布 为 正 态 分 布 ， 而 09>0， . 
s. эпо, (я 6) н(пт*-8) ео, 
W340> 0BJ, A 
impi| 191 <n }= 0. 
同 理 可 证 ， 当 90<0 时 ， 也 有 、 
° 257 = 


“Г 
hi 


limp,[ 10 <} 0 
综合 得 当 9 夺 0 时 ， 有 

limpe| 19| <n) = 0, 
于 是 有 


由 (1》 的 结果 ， 可 证 


п [9% (XXX ~ 01-—>N(0, v (0)), 


д ve s {720 4250, 
| 0(0), “05 0, 


Wk Е, 3405 0 时 
шаре ета" _ 9) <=) 


=limP {VA 一 0) 一 x， 19 >n} 


ИСНЕ "9 | 


上 式 右边 第 二 项 
тө" <= [g< E} 
limp,[ 191 <п “ео, 
.. wg 0 时 ， 
impf Va (g - 0) <=] | 
= іар {Vi (8-0) <=, д> | 
= шар, п (0-0) <=]. 


м. 
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limp 1#0Х,+е,Х)|< п *}= | 1, 40= 0 时 ， 
0, 40% 0 8. 


(2) 


| _1 
-lm {VR (ф—8)<,ф1<п “| 
лара) = | №(0,0(0))41, 
р240= 08, 9 | 
— L 
v n (g*—8)—>N(0, 0(0)), 
而 当 0= 0 时 ， 
юра (0° = 0) <=] = ірет" <=) 
_1) 
= limpi V n ó <х,|ф| >п š: 
— _ 1 
+ limpsiv n аф<т, ĝi <n ‘| 
‚о, (ул 一 -3 
= limps{ v nag<a}- аре тафт, |0127} 
= тарпа 2} = МСО,а?000)), 
Вр 40 = 0 时 ， 


— L 
Z n(g* —0)——>N(0, CG°o(0)), 


002) 式 得 证 . 
НО) амо, 可 以 使 "(9) 任 意 接 近 于 0， 从 而 ，3 “所 


对 应 的 "(9) 可 低 于 C 一 R 下 界 . 
特别 ， 设 X1，X2…，X, 为 iid 样 本 ，z1~N(9,1) 现 欲 估计 


6。6 的 极 大 似 然 估计 为 
EF - 工 立 Xi 
Zn (z,-0)—>N0, 1), ` 
м/п zz 的 渐 近 方差 为 1。 但 车 令 
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М!» 
T п 


则 有 лии 0: 0) 25 М0,000)). 
(1, мезо, 
[0,240 =0, 
可 见 v(0) 可 低 于 c 一 人 下 分 。 


其 中 000) = 


9 一 14 车 7 (下) 是 9 的 一 致 估计， 又 | Ta -Or 
和 4<oo, 则 7 不 是 9 的 均 方 一 致 估计 
(BECTn 0) >>0 (no 的 例子 
众所周知 ,车 T, 是 9 的 均 方 一 致 估计 ( 即 E(T, -0) on 一 
co)， 记 作 T,->6)， 则 T, 是 6 的 一 致 估计 ( 即 对 Ve>o，pfiT, - 
0| >s}->0Un->co) 记 作 T,->6)。 但 其 道 不 真 ， 即 由 T,->9, 却 扒 
不 出 Tu->8( 见 [6 第 一 册 p265)， 
很 自然 ， 我 们 要 问 当 T,-6 时 ， 再 加 上 一 点 什么 条 件 ,就 可 


以 推出 T, 一 9 时 ， 对 于 这 个 问题 ， 我 们 有 如 下 的 

定理” 设 X1,X,,…，X, 是 抽 自 分 布 族 {P(z,9)，0E8} 的 

пай, | К 
Т„=Т„(Х)АТ„(Х,,Х,, An), 

#T,>9, HIT, -0| <A<co, WV0CORIX =(Х;,--.,Х,) 


ER, 成 立 ， 则 T,9 . 
证 明 设 XCXI…:X) 的 联合 分 布 函数 为 
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F (XI, X, JAF (X), 


由 TT —90, 对 Ve>0, 有 
р{ |Т, ~ 01222)» 0(и-»оо уй] -—+{Д10 Є Ө, 


于 是 Е(Т,—8)° = | е 
R. 


= f [T ya. х) | (Т, -0)*dF (X) 


РЕЛЕ: ва 


<А? |... aF (X) +e? haf dF (X> 


ТР -fi >e IT —31 <a 


<A’ p{|T, -0| >E} 62—90 (п——>осо), 


. T > НЕЕ. 
进一步 的 讨论 


注 着 T,->9， 但 ]T, -0| SA <k, PERUT a 
证 明 ”首先 我 们 有 如 下 的 结论 ， 存 在 某 个 es, 二 0 使 得 不 论 
М& АЖ, n>NB, WEIT, -0|>е,, 
FXE, #ve>0, IN, щам, Ж 
|Т„—-@|< е, 
取 e = 1， 并 令 
А = тах(|Т,-0|,...,|Т7у-~0[,1), 
则 对 V,， 有 |T,- 6 过 4， 这 与 假设 矛盾 ， 
ET905= |.-Ї(Т,-9)°аР„(Ху;>е°-х—>0(п-*оо), 


Ба 


2 
故 T,—— 0, | 


е 26] 。 


9 一 15” 极 大 似 然 估计 不 是 充分 统计 量 的 例子 


有 关 定 义 和 定 理 

定义 ” 设 XX 具有 分 布 密度 族 {f(x，9),8€8), 其 中 9= (91， 
…,0x) 是 一 个 未 知 的 K 维 参数 向 量 ， 需 待 估计 、 又 设 + = (zi, 
°... Tr) 是 子 样 X= (X 1, ESE. Xs,) 的 一 个 观察 值 ， 令 


14230) = 站 faz6)( 把 它 看 作 是 6 的 函数 )， 则 称 
i =} 


102,0) 8080 К. Ш ЖЕКЕГЕ OQ 


L(x ,es таб) = SupH( zi, 0..1, 7.30) | 


成 立 的 69(X) = (6,0), OXER = (01,.…,9x) 的 估计 ， 


ШЖ 0 (X) 是 6 的 极 大 似 然 估 计 ( 离 散 情 形 时 类 似 定 义 )， 
关于 极 大 似 然 估计 与 充分 统计 量 之 间 的 关系 ， 我 们 有 如 下 
HJ 
定理 ” 设 T 是 分 布 族 {f(x;9)，9 6} 的 充分 统计 量 ,如 果 6 
豚 极 大 似 然 佑 计 存 在 , 则 它 是 充分 统计 量 T 的 函数 ( 见 [61 第 二 册 
之 二 分 册 p179 定 理 1)。 
尽管 极 大 伺 然 估计 常常 是 一 个 充分 统计 量 ， 但 定理 并 没有 
断定 ， 极 大 似 然 估计 本 身 一 定 是 一 个 充分 统 诗 量 。 事实 上 ， 我 
们 有 如 下 的 | м 
例 1 ЖХ=з(Х,,Х,, e, X) Eb B А U(0,0 + 1] 
(686ERi) 的 母体 中 的 iid 样 本 ， 则 Xi 的 分 布 密度 为 
| cls Ө<тіпх;<тахХ,<0 + 1, 
f(z30)=1 =ч" isien 
0 ， 其 他 ， 


于 是 ， 由 R.A.Fisher 一 J ,Neyman 因 子 分 解 定理 可 知 (minX;， 
1 <! <" 
* 762 > 


maxXi) 是 9 的 联合 充分 统计 量 ， | 
又 我 们 知道 ， 对 于 任意 满足 


тахх; ~ 1 < 0 <minX; 


的 都 是 9 的 极 大 似 然 估 计 ， 特 别 
| minX; 是 6 的 极 大 似 然 估计 。 Ë 


但 。 minX;i 不 是 8 的 充分 统计 量 。 


事实 上 
1, Ө<тіп Х, <тах х,<0+1, 
(Xi, X~ зө) = 1 кія і< іє п 
=! 0, ЖАВ, 
[| fx,;0) 
Í€2, , ,Ts |minx, = 有 = < H мтірХ; = ё, 
s f(t) Lagian 
0， 其 他 


其 中 1(t) 为 minX; 的 分 布 密度 ， 
f(t) = пг1--#+01"-!, EREE 1, 
1 
— s Minx, =f, 
Бү Суох "| MINX; „өү өт 
<" 0, 其 他 
与 9 有 关 ， 故 minXi 不 是 9 的 充分 统计 量 。 


为 了 举 第 二 个 反例 ， 我 们 需要 用 到 下 列 预 备 知识 ， 

设 天 的 分 布 函数 为 ER(z)， 密 度 函 数 为 fKz)。 

X1，X,，Xs 相 互 独立 且 与 X 同 分 布 ， 将 它 排列 为 Xu 
Ka S Xas 则 XX.。, 有 密度 函数 6/()[1 一 F(y)JF(y)， | 

Kas Xa DKEA ЖЖ ЕЕЕ О C ` . 
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9001,0) = 0 | Е 4 >Y, 
6Y DFY DEI- FCAYs)], HY 0: 
12 ” 设 z 的 密度 函数 为 Бо 


}(2;0) = ет. 01, << + оо, 


_ АЧИН Шз ЮНЕ KX X, Xo, ME YX 


<Х,„,, (Xi, X, X DH {И ЖС 
1,~ > |w; = 8] 
8 “ 
9 之 极 大 似 然 估计 为 X,。，,，. | 
下 面 我 们 来 证 明 X.,, 不 是 9 的 充分 统计 量 、 Суор сүй 


由 刚才 提 到 的 预备 事实 ， 知 zs 有 密度 函数 
= ‚ 1. а)! "61, 712-81 рә 
Кааб е" |е ef 


56 
=— e° (2) 
e-i] dx 
2 
э, ` \ 
一 和 一 | 
= 6. * С(2а,,0) А(2,,,,0), 
其 中 
-到 | 
[зе - o 当 9> mo M, 
с(х,,,,0) = [e Dl | dz = . ` | 
| О 0= 
2-02-е ау 
ELESEN: i 


208) 2 


Аспаз) = |. 1 e“! * —0 | d>, 


Xas ХОКАИ 
. 264 •. 


(Хае) = 6+ е i Ë А (21,0). 


i фе 1 ' = ` 
AXo Xea WJ 84k Ы 
J Zas Tg) 0) _ 1 el" 


er — —  ——— 


h(z.,,,9) 2 TORAS 


eT NERE. 

注 、 极 大 似 然 估计 是 RR,A,Fisher 在 他 1912 年 的 一 项 工作 
中 提出 来 的 , ЕТЕР РИ Р, ЗЕЛЕ АГ УДАІ 到 
Gauss 在 上 世纪 初 关 于 最 小 二 乘法 的 工作 ,Risher 在 上 述 1912 年 
的 工作 中 批评 了 和 矩 法 和 最 小 二 乘法 ， 提 出 了 粗大 但 然 估计 法 ， 

R.A.Fisher 很 重视 极 大 似 然 全 计 ， 在 他 的 1922 年 的 名 Ж 
( 见 本章 开头 所 引 ) 中， 无 其 是 他 在 1925 特 发 表 的 «Theory of 
Statistical Estimation Proc Camb, ‘phil, Soc 22(1925)>— 
文中 对 这 一 估计 作 了 许多 研究 . 

RA Fisher EZ WEN 极 大 似 然 仿 计 能 集中 梓 本 里 多 少 
信息 ?这 个 角度 去 研究 这 个 估计 的 。 那 一 个 RN 期 ,他 已 提出 | Y 
分 统计 量 的 概念 ， B-RN, НАЛА ЕЕ 
统计 量 ， 因 而 在 “集中 信息 ?这 个 角度 看 是 优越 的 ， 司 来 他 发 现 
本 这 一 点 不 对 。 

尽管 如 此 ，Fishei 潜 心 研究 所 写 出 的 这 入 论文 仍 被 认为 是 
参数 点 估计 的 奠基 性 工作 。 现 在 一 般 都 认为 近代 参数 点 估计 的 
理论 始 于 此 文 。 这 是 因为 Fisher 在 对 极 大 似 然 信 计 的 研究 中 所 
发 展 的 一 些 重 要 概念 ， 诸 如 一 致 性 ， 有 效 性 和 Fisher 信 息 量 等 
都 是 首先 在 这 篇 论文 中 提出 来 的 ， 这 对 以 后 的 工作 有 很 大 的 影 
响 。 且 不 论 极 大 似 然 估计 在 实用 上 的 极端 重要 性 ， 就 以 它 在 理 
论 上 的 促进 作用 来 看 ， 也 是 显著 的 。 可 以 说 ， HH Fisher J ik 
工作 ， 直 到 现在 仍 是 热门 的 课题 。 | " 


1 一 81 


өң - 
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9 一 16 极 大 似 然 估计 不 是 有 效 估计 的 例子 


有 关 定 理 


下 面 我 们 先 给 出 找 述 有 效 信 计 和 极 大 似 然 估计 之 间 关 系 的 
定理 ， 

定理 如果 Rao 一 Crametr 不 等 式 定理 的 条 件 成 立 ，T 是 6 的 
有 效 佰 计 ， 则 似 然 方 程 


21п1(2;0) 
20 


具有 唯一 “ЖТ, 且 T 也 是 6 的 极 大 似 然 估计 。 | 

但 定理 的 道 不 一 定 成 立 ， 即 并 非 所 有 大 似 然 什 计 баз | 
MLE, Maximum Likelihood Estimate) 一 定 都 是 有 效 估计 ,请 
ж | / | 
бп XN, 0 дор, | 0? 为 未 知 参 数 ,X = (X1,…， 


= 0 


XODA E A piid, 

Hl = к D OG- _ Y )2 

人 大人 和 但 它 它 却 不 是 一 的 有 效 估计 。 
ЕТЕТ 
izi з ~z’ (n=l), 


p( S (X, — Xyz) =2(п—1)о*, 
| ñ | I А 
PE Dos TTD o. 
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А 1 (х= н уз 
f(x; 0°) = E 29 g 
2 


х" 27 (0°) 


1 
а 2 = w 


100°) = БЕ. ( 2 ) 


° — и)? 2 алаа 
= | | w 1 ] _ 1 е бф C 1 dx 


2л © 


_ 30t 20° | 1 1 


20 1; 


308 40% for 20** 

四 此， 的 无 偏 估计 cz 的 方差 下 界 是 
_ 1 20* 
MTCO) n?’ 


(х р)? ~ Iny 2r ~ 2110 


即 0? 的 方差 D(0* ) 不 等 于 Rao-Cramér 不 等 式 的 下 界 2, 


其 至 人 也 不 是 0* 的 无 信 信 计 . …0 的 极 大 似 然 信和 计 


1 я 
© = Ж (X - _ А)? 


TE 的 有 效 估计 。 


9—17 ” 似 然 方程 的 解 不 是 极 大 似 然 估计 的 例子 


AREE 
首先 ， 我 们 叙述 正面 命题 ， 
定理 Ж 


L(x; 0 )=supL(z;0)= SUP || fr, 0 


іа $ 


), 


(1) 


е 267 • 


Нем, H/C; 9) 关于 8 可 微 ， 则 满足 (1) 式 的 解 9 
(BJ 0 是 8 的 极 大 似 然 估计 ) 也 一 定 满足 似 然 方 程 
Әй, | | 
д0 | :人 
但 定理 的 道 不 真 ， 即 似 然 方程 的 解 不 一 定 是 极 大 似 然 估计 。 请 
例 1 设 X= (X,, +, X.) hh 8 Cauchy yi 


1 
,= _— _ u 
fix; 0) 元 TD 
的 iid 样 本 ， 风 

G) #n=1, l ъ= 1, | 


GD 若 a= 2， 则 似 然 方程 有 多 重 根 ， 但 不 都 是 6 的 极 大 似 


TER, 


然 估 计 。 
(1) #юк=1, ШЫК 


| 1 
L t: 8 人 
от, лів (m, — 0 23” 


于 是 InL(z,; 0) = —Inxz-In(1+ (z; —0)°3, 
此 时 ， 似 然 方程 为 


dinL _ 2(x,—0) 


d  1+(z ~ 0)? = 0, 


0 = Tle | 但 
dini р 
JE | sb 


E O= Х, о КЇЙДЇ. — 
(ii) 车 n=2， 则 似 然 方程 为 


L(x „T, 0) = l 


ai a, Oj (2) 
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БРЭС, ИЖ ООШ АЕА Е Вр, FE, 
今 (2) 的 分 母 为 


300) = С1+(х,—60)°001+ (2, – 02)2, (3) 
f'(0)= ~ 9105, +5, —20) + (z =0)(z, —0)Сх, 
= —2(ж|+х,—20)(0®—(хжү+х,)6+ 2 2, +1) 
= 0, (4) | 
解 得 EEE +2), (5) 
ө Gi +20,) Бу (i +I) —4 (6) 
2 | Ф. 


2233) R, +f (0 85 Bi 38% 
f” (80) = 4[0“ 一 (T| + £, )0 trit, + 17 


~ 2(51. +z, —20)L20— (x; +7,)], (7) 
(5) 代 入 (7) 得 | | 
P(E) = (rr) ка, | (8) 


若 (8) 式 大 于 等 于 0， 即 


(Z; =z) <4, 


ИП а-а, [<2, 
则 f(9) 达 到 极 小 值 ， 而 此 时 (6) 为 复 根 ， 故 
0 = (zi +Z, ) 


为 6 的 极 大 似 然 估 计 ， 而 (6) 则 不 是 ， 车 (8) 式 小 于 0, 则 |zx1 2, | 
>2, 


š (Yi NN — 
此 时 fr) <o. 
FOKA. В 
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м 


_ Tí +T, 
0 = е 


2 
不 是 8 的 极 大 似 然 估 计 . 但 在 一 >Н, (6) 式 是 两 个 实 
数值 。 将 (6) RAT 得 


1” (x1 тыу: - х.) ~ ы) 


=2[ 2 / t£, = (L£ tV (z — m, )2 - 4)2°2>0 
故 (6) 是 上 六 6) 的 福 小 点 ， 但 


m inana, a r E, ee y pp g a r armaa == 


f(E: ta, убт тта) = 4) 
2 
ИС 
s-t] ir) ~ -| } 


fa +f (zi ~T) + -4|} 


= (tu ee = 1), 


即 (6》 的 两 个 值 都 使 得 (2) 成 为 同一 个 极 小 值 ， 它 也 是 1(9) 的 
最 小 值 。 此 时 (6) 是 6 的 两 个 极 大 似 然 佑 计 。 但 不 论 何 种 情形 ， 
似 然 方程 (4) 有 三 个 根 ， 它 们 不 全 是 极 大 似 然 怖 计 。 

#2 WX=(X,, .-, X AAHS 

1 
KERNS „f= ‚ Haech, 

0, Kfe. 

иав, еН наю. ЛИК ра Эу И 
L(a;a ,B5 = L а? rh, 
| 0, Кі. 
如 果 我 们 从 似 然 方程 
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oL(z;a, В) 
Әб 
ТАЄ а, В) Б | 
来 求解 c 和 有 8， 则 我 们 发 现 c 和 至 少 有 一 个 必 是 天 六， 这 是 无 
意义 的 结果 。 造 成 困难 的 原因 在 于 似 然 函数 在 极 大 值 处 没有 零 
斜率 ， ИИН 
但 我 们 不 难 从 其 他 途径 找到 e、8 的 极 大 似 然 估计 分 别 为 
а = min(X,, P.P В =max(X,, ees Х,), 


={), 


=0 


进一步 的 讨论 
注 BX = (Xi, Х,, tta X,) ERB 分 布 族 {f(x， 0), 
0E6} 的 iid 样 本 ，T(X) 是 8 的 有 效 估计 ，/Kzi，6) 和 7 满足 Raa 


-Cramer 不 等 式 定理 的 条 件 ， 则 似 然 方程 (3:20 


具有 了 唯一 的 解 T(X)， ноода 35960 WX DB а й 《 见 C6 
第 一 册 之 二 -分册 P180 定 理 2 


(59 一 18” 极 大 似 然 估 计 不 是 一 致 估计 的 例子 


关于 极 大 似 然 估计 的 相合 性 问题 ， 引 起 了 许多 统计 学 者 的 、 
兴趣 . 直到 现在 都 不 能 说 这 个 问题 已 经 彻底 解决 .了 。.: 1946 年 
Cramér 在 一 些 条 件 下 证 明了 似 然 方 程 有 一 个 根 是 参数 9 的 Ea 38 
合 优 计 ( 见 例 9 一 13)。 由 于 似 然 方 程 的 根 不 一 定 就 是 极 大 杖 然 
合计 ( 见 例 9 一 17)， 所 以 这 个 结果 还 没有 解决 极 关 似 然 佑 计 的 
相合 性 问题 ， 直到 1949 年 wald 才 首次 证 明了 极 大 似 然 估 计 的 强 
相合 性 ， 但 所 要 求 的 条 件 很 复杂 ， 在 这 里 我 们 提供 一 个 反例 | 
于 计 确实 可 以 不 相合 | 


К 


有 关 定 理 
在 给 出 反例 之 前 ， 我 们 先 来 叙述 上 面 提 到 的 wald 定 理 ， 
定理 АРКЕ A Aad 
ЖіР,, OEO}, @=R,, BE | | 
{Р,, сө} <и 
( 即 Ps 关 于 4 绝对 连续 )， + 为 Ps 上 上 的 0 有 限 测度 ， 记 


| dP,(X) 
以 及 е; Ө, Da sup Йез 8”) © (O<), 
p(z, r) = Supf (Xs 0) :x WKK, 
5° }*6х; 0, Ё) = max( f(x, @, Ey, і), СОЛУ. 


g(x%, гу=шах\ф(х, r), lje 

双 候 定 
(ЧЧ) 对 每 个 HEB 和 E>0，f(x，9， ORTH 2 
Gi) 对 每 个 8 E86 及 0, EO, 存在 cy °, >0 储 当 0 <<, Т 

Hf, £ оуу зок A.L =m О, 

ТЕР Ө, КУИ | б )йш{ х) соо, 
又 和 充分 大 сне, ed ii i 
' ш) 对 任何 9E8 有 . . ИЕ 
Гов, 6) | f(x, Bdul со, 
Тау 1 存在 一 集 4E Bas 使 对 任何 8 有 
| | уо, 0)du(x) = 0, | 
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Н. Jm f(x; 0”)=0 мх А 


10 {р 
(у) 40, 0.6, 

u( (x, fO; GOA 0,)1)>0, 
(vi) 对 任何 6€ @， 存 在 一 集 B,EpB:， 使 


| fe, 0, dE = 0, 


对 任何 6,€8, R4x€ Bs。 时， 有 
f(x; 9')—> f(x; 0), 

对 任何 09’ 一 >9。 又 设 X1，…,X, 为 抽 自 母体 蛋 的 iid 样 本 , 且 对 
任何 n， 基 于 样本 XX ，…，X, 的 9 的 极 大 似 然 估计 9; (Xi1，…， 
X,) 存 在 ， 赔 9: 是 6 的 强 一 致 舍 计 (当然 更 是 9 的 一 致 估计 ) (Ж 
[7jp206 定 理 2.6.5) | 

然而 ， 确 实 存在 着 慨 大 似 然 估计 不 是 一 致 估计 的 例子 。 下 
面 的 例子 是 Basu 给 出 的 . | 
1 设 X=(X1，…，X,) 为 抽 自 母体 X 的 iid 样 本 ，X 的 分 


布 为 
Рохе) [7 т=1, оН, 
at. 1—89, с=1, 0h EREA, 
рохе [17° =, онха 
| 0, Z= 0, 0 为 无 理 数 。 
统一 写成 


| 日 > — D 1-х Ө > - ` 
Р(Х= г) = (а; 9) =] (1-9) 75 67И, 
(1—0)*°01-*, 0 为 无 还 数 ， 


此 处 0 委 8 近 1。 了 以 1 为 人 +X, + + Xr MCX, +, Х,)ВЈ 
然 函 数 为 


К Ha K 


í > X хас)" X Xi 


ө" j= 1 
L(Z i, +, Xag 0)= 1 энин, s 
| > X; п `>; Xis 
(1-б) 0 m 
М 9 为 无 理 数 


Т» n-T a | 
0 (1-0) , OHERA, 


r, Ts 
(1-0) 0 , Өз, 
L | r 
O _ TOT. 141 — ~- 0)" Ts  (n— T,)(1— 0)" сё 


20 
得 Ө (1-0) C(1~ 0)Т, ~ (n= Т,)0)= 0, 
х а С 
A n m 
21, Тв -Tu 
X = =T,CT,- 10 ` (1-б) 
зт т, Г 
=(һп—Т„)(1—80) Г.Ө 
Т -2 Ts 
+n =T.) - T, — 1) (1— 6) 0 
T a-l "=T gæl 
~ Г, (и~Т,) (1—0) 
T 6-2 n—=T 9 
= 0 (1—0) СТ.СТ, ~ 1)(1- 0)? 
~ (и ~Т)Т,(1-0)0+(п-Т,) (n— Т„— 1)0* 
~ Г.,0(01—0)(и-–Т,)) 
"T -2 
-2 гае ү (@-2) 


x| T, (Т„— DG 全) 
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T, N T, 
ze~ (n—T,)T,(1 一 了 一 


十 (nT Ts 1)( Ty 


T, T, 
T, (1-— )‹п- T.) | 
a=? 


(7) ” (1-7) 


1 一 上 = 2 


H 


x [ Са 1) (n ~ Ta)? 


Т 3 


+n- Г.) (п Гь 1) PE 


T 


2 
-2— (п-т) | 


(5) @-—) Tar) 


Tin —=T, ° Tš 
kiwa ) -275 (n-T,)* |= o, 


当 2 是 有 理 数 时 
sup0 "(1 — 0) 


Ü = 89 <1 


在 有 理 点 93 = 二 -处 达到 极 大 值 ， 其 极 大 值 为 
T у» T, "UT, 
(2) G- 2) `. 


БШ, HORRE, (1—0)7+0°—Тоукө<1— ТЕ, 


n 


T, 


De 时 下 降 ， 


n 


0>1- 


* 225 ° 


rf, "Т 
К ”sup(1-- 69) "9 ” “也 在 有 理 点 0: = 1~ -7 ЛКЕН КИН, 
故 为 无 理 数 时 ， 其 极 大 值 仍 为 


Ta I, Т, п} „ 
(=>) (a) . 


* T, . Түз y 
Ө: = 二 为 9 的 极 大 似 然 估计 . 


N40 Е 
ЕХ, = 0. 
9 为 无 理 数 时 
. E, X, = ] a 0, 
故 由 强大 数 律 
= 一 > X — E, X, = 0, 当 4 为 有 理 数 时 ， 
Г 


= = _ > X;—> FP, X, = 1 一 0, HOJEAR, 


BU lim8: = Ñ 当 0 为 有 理 数 ， 
тэ 1~10， 当 0 为 无 理 数 ， 
这 次 明 极 大 似 然 估 计 欠 不 是 6 的 一 致 估计 ， 
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第 十 章 “与 假设 检验 有 关 的 反例 


假设 检验 是 数理 统计 中 另 一 类 重要 的 推断 问题 ， 本 章 是 在 
假定 读者 已 经 熟知 假设 检验 理论 中 诸如 势 函 数 、 检 验 函 数 、 检 
验 水 平 、 单 边 假 设 、 双 边 假设 、 一 致 最 优势 检验 及 一 臻 最 优势 
无 们 检验 等 等 概念 的 前 提 下 进行 讨论 的 ， 


10--1 不 是 单 参数 指数 族 ， 但 具有 单调 
似 然 比 的 例子 


有 关 定 义 和 定 理 
定义 ”对 于 分 布 密度 族 {f(x， 9)}， 其 中 9 是 实 参 数 。 如 果 
存在 实 值 疯 数 T(z)， 使 对 任意 01 <6.， 满 足 | 
(1) P(f(%; Ө1) ае (a 0,)}>0, 
(2) {3А E 
_ f(x; 0,) 
ACE) = ПЕ 
ERFT) BJ 3E Е РЕЖ (ну ЗЕН ЖО), 则 称 分 布 密度 VARLET 
0)} 关 于 T(z) 具有 单调 似 然 比 。 
如 果 和 是 离散 型 的 随机 变量 , 对 其 概率 分 布 族 {P(x，0)} 具 
有 定义 中 所 叙述 的 性 质 ， 也 同样 称 {P(x，9)} 关 于 T(x) 具 有 单 
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关于 单 参数 指数 族 ， 我 们 有 如 下 的 

ЖЕ ” 设 子 样 X= (Х,, OXD 服从 单 参数 指数 族 分 布 ,其 
联合 分 布 密 度 为 

f(z; 0) =а(Ө)ехр{О(0)Т(х)}һ(х), (1) 

其 中 6 是 一 个 实 人 参数 ，@(6) 是 关于 6 的 严格 单调 增加 函数 ， 则 分 
布 族 {f(x; 6)} 关 于 T(z) 具 有 单调 似 然 比 〈 见 [6 第 二 其 之 二 分 
ЛҒР218), | 
但 是 ， 并 非 单 参数 指数 族 才 具有 单调 似 然 比 。 我 们 有 如 下 
BI 设 Xi，X;，…，Xiiid,Xi~U[0，6] 6>0, 则 (X)， 
… 0) 的 联合 分 布 密度 为 
fe, 0)= ar ощо<тах(х,,. +, X,)<0, 

О 0， 其 他 ， 
#0, <O HEMA E 


BE max X; <0,1 


( 
fz; 61) КЕ TAS max X: <0,1 


Ө, „1 max Kio] 


E (8- ) ë max EEN 


I[ max с X,<0,) 


IT; max X,<0,1 


令 k(X) = 


[ 1, 24 max Х;,Є[0, 6,], 
оо, = тах X, € [0 ,0,1, 
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УКХ) = ce, 如果 max X,>0, ` 
1 < =< я 


Bukak, FOLDRE max Xi 的 非 降 画 数 ， 所 以 ,在 [0，6] 上 
的 均匀 分 布 族 〈 它 不 属于 单 参数 指数 族 ) 关于 max X, 具有 单 


ШУКШ. 
进一步 的 讨论 
注 并非 所 有 的 分 布 族 都 具有 单调 似 然 比 - 


下 面 走 一 个 不 存在 单调 似 然 比 的 分 布 族 的 例子 ， 
例 2 i 
1 


ШАР ЕКИН СЕРИ РАН) 


0100.2>0,, HJ 


f(x; 0) 1+ (2-01). 
f(xs 6.) 1+(2—6,)# >! 


(242—> tof) 
1 ' 
因此 哥 西 〈Cauchy) ЯЖ ату) 不 存在 单调 似 然 
It. 
‘“*10 一 2 单 边 假 设 检验 不 存在 一 臻 最 优势 
检验 ( 记 为 UMP 检 验 ) 的 例子 
我 们 知道 ， 在 有 些 情况 下 ， 关 于 | 
Н,, 0=0,<—H,, 0>0, (R0 <0). 
这 类 单 边 假设 检验 问题 ， 存 在 着 UMP 检 验 ， 最 典型 的 例 
TA: | 


«279 * 


设 母 信服 从 正 态 :分布 NCh， 1) ,其 中 R 是 未 知人 参数 。 和 欲 检 验 
B iv | 
= < 一 > 五， (>0, Е Ж 
Ц ЯУ АЖ ЖН. ЖУ 5 РЕ Ж | 
фс) = {> HISAR, 
0, HILAR 


| теа на (0<a<1) 


是 上 述 单 边 假设 检验 问题 (1) 的 UMP 检 验 ， . 
但 在 一 般 情 况 下 ， 对 于 单 边 假设 检验 问题 ， 由 于 最 优势 检 
验 (MP 检验 ) 依赖 于 假设 中 9 的 具体 什 , 因 此 UMP 检 验 可 以 
不 存在 那么， 什么 样 的 音 边 假 六 检验 问题 ,其 UMP 检 验 就 不 
存在 呢 ? 下 面 我 们 给 出 一 个 例子 。 f 
例 1 Cauchy 测 量 模 型 ， 
BX ,…,X, 是 对 某 个 晤 доти, 我 们 有 Xi; = A+ 
£; i= 1, 2, +, M 
其 中 随机 误差 si = (1=<1,2,++, AnA E yh sz ВЕ 变量 ; 
并 且 假 定 s G= l, 2, +, n) 都 服从 Cauchy 分 布 


еру T<, 


我 们 考虑 如 下 的 单 边 候 设 检验 问题 ， 
Н. A= 0<—> Н, А20, (2) 


下 面 我 们 来 说 明 ， 对 这 个 单 边 假设 检验 问题 (2)， 的 确 不 存 ЗЕ 
UNMP 检 验 。 因 为 2 的 分 布 密度 为 


_ 1 2 
Р 4) = АЕС C AE 
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所 以 X1，XX,，…，X, 的 联合 分 布 密度 为 


D(TZ |, е, Zag A)= 一 会 -了 (т; a= ЕП 


| “ҮЕ САЯТ? 
由 此 ， 可 得 到 似 然 比 为 
[Т рс, А), ‚ 
Ша, 0, A) =—a По дуг, 
[|[р‹(=;; 0) 


1 一 1 


如 所 问题 (2) 有 UMP 检 验 ， 则 必 对 任何 4,>A41>0 
L(x, 0, A ) 和 工 (z，0，41) 
”将 生成 同样 一 族 临界 域 ， 意 即 对 任何 81 宇 0， 必 有 k, 之 0， 对 任 
jk, > 0, АВЕ, 20, #4 
(1) (z, L(z, 0, A,)> R, )= (z, L(z, 0, А, ) 228, }, 
下 面 我 们 来 看 这 有 没有 可 能 呢 ? 
首先 来 看 n= 1 〈 即 只 有 一 个 样本 ) 的 情形 ， 


; Liz, 0, А) = 205 А) -1+2 _ 
这 时 (z, 0, А) р(х; 0) 1+ (z— А)? ° 


和 欲 使 条 件 (i) Жуу, BAHE Sr, 有 关系 
(11) L(x1, 0, A DSLT, 0, A1)=>L(£i, 0, A) 
<L(%,, 0, А) (##FG(1)BHL(z, 0, AOM, YELE, 
0, A,) 增加 ) RENH, Ж | 
(ху, 0, A,)> L(z,, 0, A,), | 
ЯБА, ЖА. = Llr 0, A,), MHEN, ЖОЖ. 
但 由 于 
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= 2AT? = Asz— 1) 


05 0 A) = r+ (= Aa 


ЯРА, >А,>о, #B (21, 22) EL(z,o, д.ж, 


MLC, 0, A) АЮ, В, L, 0, А) 不 满足 条 件 
Gi), НШС. SE, ЗЕН Тп = 1 时 , 单 
边 假设 检验 问题 (2〉 不 存在 UMP 检 验 ， | 

一 般 情形 ， 我 们 只 要 说 明 n = 3 就 够 了 。 这 相当 于 (ii) 的 条 
件 是 ， 对 任意 固定 的 两 个 坐标 ， 辟 如 zx1 = z), z, = zs, 

(тү, Xas х%, 0, A,) 和 L(x?, z,, х9, 0, A,) 

关于 7 满足 条 件 (ii)。 由 此 ， 并 注意 到 L(x，0，A4A) 的 形 R, 
再 利用 n= 1 的 结果 ， 即 可 知 假设 检验 问题 (2〉 不 存在 UMP 检 


m. 
(*)10 一 5 ”双边 假设 检验 不 存在 UMP 
检验 的 例子 
我 们 知道 ， 若 > = (21, es zu) 服从 单 参数 指数 族 分 布 ,其 
分 布 密度 为 ， | 


f(z; 0)=a(0)ezp(Q(0)T(z))h(z2), 

其 中 6 是 一 个 实 值 参 数 ，@(6) 是 6 的 严格 单调 增加 函数 ， 则 对 于 
双边 假设 检验 x 
Н», OSOL ROZO, (0,2>0,)——H;,, 0, <0<90, MM, 

对 任意 水 平 c(0<ae<l) 存在 UMP 检 验 ， 
但 是 ， 并 非 所 有 的 双边 假设 检验 问题 都 存在 UMP 检验 ， F 
面 是 两 个 例子 。 
例 1 Br~Nu, o°), Apo’ Bin, ARIE 
Ну, #=u;<—— Ну, недь, (1) 
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则 对 于 这 个 双边 假设 检验 问题 (1)， 对 任何 о 都 不 存在 水 平 为 a 
的 UMP 检 验 。 这 是 因为 ， 对 单 边 假设 检验 问题 。 

Ho; WH=Uo<~—>H, >н, (2) 
而 言 ， 检 验 


1, IZH, +ALL 
Q I (<) = V п 


| 0， 其 他 
(РАН 


° /mn (ї—не)% 
| VE es dt =a 
АМ әл 


所 确定 ) Jo k3EJpaeñjpUMPE WW, Кў 
Bo (H) = E, = p, [n в) } 


дуп А + Knk), ру пи 


>А+ V по В 2) 
О 


= 1 ҚУ" =H) Vr Ho элю} 


1-0 (AnH) Сак Ha) - A), 


нге, 
而 对 单 边 假设 检验 问题 
Н: п=н,<-—>Н,, И<ц, (3) 
WA, RMI 


g 
1, °АХ<н„-А-——— 
э >4 Ho „р, 


0， 其 他 


$, (z) =} 
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GURAT 
Ув Sa 
A INO 
所 确定 ) 是 其 水 平 为 4< 的 UMP 检 验 ， JE ty ЖОН 
В, =Е,ф,=Ф(У n 070) A), Eq | 
g 


L= a 


势 水 数 Bs,(4) 和 Bs,(4) 的 图 形 如 下 图 所 示 。 


图 10 一 3(1) 


现在 ， 我 们 来 证 明 双 边 假设 检验 问题 (1) 不 存在 水 平 c 的 

UMP 检 验 ， к 

反 证 法 .如果 双边 假设 检验 问题 (1) 存 在 水 平 为 c 的 UMP 检 

验 $(X)， 则 其 势 函数 ‚ 
8ь(и)=Е,(ф) 


必 与 图 中 的 曲线 4 一 8 一 C 相 重合 。 但 是 曲线 4 一 C 一 8 在 C 点 无 
FR, HB. (4) 关 于 4 是 处 处 可 导 的 ， 这 得 到 矛盾 。 所 以 ， 对 双 
边 假 设 检 验 问题 (1)〉 不 存在 检验 肖 数 以 4 一 C 一 B 为 其 势 汕 数 ， 

例 2 对 冠 一 N(0,0”)，X1…，X, 是 从 这 中 抽取 的 ii4 样 本 ， 
因为 六 =( 针 ! ,…， 义 ,) 的 联合 分 布 密度 为 


1 n 1 < 
f(X,;o2) = ( Z ) apj - зз 2 X° j 


= а(о?)ехр(Т(:)0(0°)}, 
它 是 单 参数 指数 族 分 布 ， 其 中 


T(z)= УХ, QD)=- -1 
20 


7 @ 


BROOD озо ЕУР, Соз) РТО) А 
”有 单调 似 然 比 ， 所 以 ， 对 于 单 边 假设 检验 问题 


| Н: o<o—H;,, c>oc, (4) 
利 Ну: о>о,е—>Н|;, о<0, (5) 
都 存在 水 平 为 4 的 UMP 检 验 ， | 

但 是 ， 对 于 双边 假设 检验 问题 
Н: о=0,«>Н,; ожо, (6) 


却 不 存在 水 平 为 (的 UMP 检 验 ， 
这 是 因为 ， 对 于 单 边 假设 检验 问题 
Ну; о=0у«->Н,, 02>0,, (7) 


检验 


1 %4 $C 


ф; (2) = 0 其 他 
(KPC = ogr?) 
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mi —— s .— „ См, шщ. ш... .- ‚о эш... - ан - .. ` . © om “ 


x X... асас са ` — uman wa a 


是 其 水 平 为 4 的 UMP 检 验 ， 其 势 函 数 为 


В8,,(о%ўу=р„( D>C) оро 
而 对 于 单 边 假设 检验 问题 
Н»; G=o, <— Hi, О< О, (8) 
检验 
1 4 2 zt <C, 
$, (z) =} i=l | 
0 其 他 


《其 中 С,=офх у.) 
是 其 水 平 为 4 的 UMP 检 验 ， 其 势 函 数 为 


В,,(0°) =p,,( > z: <C, ), O<). 
i= 1 | 


В, (02) БВ, (07) 的 图 形 如 下 图 所 示 ; 


83,02) l 24.062) 


s> 
"s. т<, | “7 2, (сг) 
` P 
` A 
` Уй 
` > 
~ 
图 10 一 -3(2) | 
显然 ， 类 似 例 1 的 说 明 可 知 ， 对 双边 假设 检验 问题 (6) 不 存 
在 水 平 为 4 的 UMP 检 验 ， | 


* 286 * 


(*)10--4 检验 函数 中 对 公共 边界 相似 ， 但 中 没 
有 Neyman 结 构 的 例子 


有 关 定 义 和 定 理 
定义 1 ” 若 4 为 假设 检验 问题 | 
H,, 0СӨ,<—>Н,, @С©,=@—@, 
”的 一 个 检验 ， 其 势 函 数 8 (0) 之 值 在 o 上 保持 不 变 ，@ 为 @ 之 一 
子 集 , 则 称 检验 $8 对 于 集 @ 相 似 ,或 者 说 , $ 关 于 分 布 族 {D,,0Ew) 
相似 。 
定义 2 设 i(7) 为 关于 分 布 族 {ps,98E0} 的 一 个 充分 统计 量 
(这 意味 着 固定 4 时 ， 对 一 切 9E0, 可 选 出 一 个 公共 的 ps (А |+), 
因而 ,给 定 检验 由 ,对 一 切 0Eo) HAARE, (AX) lt), 
ЖТ Е(Ф(Х)|ї)). ШЖ Еа, 0<о<1, {# 
Е(Ф(Х) |і) =0, (Cae .pe) 对 任何 9Ew， 则 称 $ 对 (t， 
о) 有 Neyman 结 构 ， | 
КРФУ (Ё, 2) 有 Neyman 结 构 ， 与 $ 对 @ 相 似 之 间 的 关系 ,我 
们 有 以 下 结论 ， 
定理 1 若 $ 对 (t,@) 有 Neyman 结 构 ， 则 $ 对 @ 相 似 ( 见 C73 
P256—257). 
但 定理 的 逆 不 真 。 即 若 $ 对 6 相似 ， 但 它 不 一 定 对 EROE: 
Neyman 绪 构 。 请 看 
例 1 设 X~N(90,1) | O= (=, co) 
©={0} 样本 大 小 为 1， 
(2) =х 为 6 的 充分 统计 量 ， 
任 给 ag，0 二 a 二 1, 
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' 
` П 
i 
ep names .-. —— a maaa aa. -— .. НЧ . - А - .. 2 . а зз ....-. ! 


Н Н; 8 = 0«—> H}: 00 


之 榨 验 函数 为 


Ф; í” 当 ;zi > us, | 
vj = 


由 $ 为 水 平 e 的 相似 检验 。 但 | | 
Е.[Ф(Х)|х]= ф(х) ха. 对 0E€E0@= {0), 
故 % 对 fo) 无 Neyman 结 构 ， 


进一步 的 讨论 
注 但 是 有 如 下 的 结论 ; | 
定理 2 没 1(z) 为 关于 分 布 族 {p,0E0} 的 一 个 充分 是 有 界 
完全 统计 量 ， 则 任 一 检验 $ 对 (1,@) 有 Neyman 结构 的 充 要 条 件 
为 它 对 @ 相 似 ( 见 [7I]P257 定 理 3.,3.1)， 


10 一 5 ” 当 正 则 条 件 不 成 立时 ， Wilks 定理 中 关于 
似 然 比 极限 分 布 的 结论 可 以 不 成 立 的 例子 


有 关 概 念 和 定理 
设 随 机 变量 的 分 布 族 为 
{/(,68)ав(с)у ‚Ө = (01.0) СӨ}, Е ч) | 
ВУК, ВАКА. 
假设 分 布 族 (1) 满足 正则 性 条 件 ， | 
G) | AD dua) =0,i= 1,2, k, 
(11) I(0)= (IL; (0) r> 0, Е ӨСӨ, 


хе о-о X asan ys, 
+ 29; ј | | 
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(iii 存在 M(z)， 使 | M (Cz)f(z;9) авс) со, ЖЕЙ 


0c9, H 


Ologf (x;0) |<Н(т),а,Ь,с 一 1,4,'е, k, 
20,0699, 


(iv) 不 同 的 9 值 相 应 于 和 的 不 同 分 布 ， 考 虑 假设 
Н„; 0EO,«—>H,;, 0c@-—6@, 
关于 ,假设 的 集合 9, ,我 们 假定 它 是 r 维 的 ， 即 存在 R， 申 的 — 一 
个 有 内 点 的 集合 4， 以 及 定义 在 4 上 的 4 个 函数 9 | 
‘0;=9;:(91, 0.) i=l, h. | 
它们 建立 了 A 与 6, 的 一 一 对 应 ， 要 求 每 个 9 在 A 的 内 点 处 有 直 
到 三 阶 为 止 的 偏 导数 ， 这 样 ， 
分 布 族 {f(zx;9}di(x)，0€ @,) 


与 分 布 族 
(F(x, pdu = НОЕ? ‚**,Ф„)ан(х) 一 
= /9101 Pr) 0980 ,Pp,)) | 
du(£),p € А} (2) o 
是 一 致 的 。 | 


假定 分 布 族 (2) 也 满足 上 述 (一 (py) 的 正则 性 条 件 。 

下 面 我 们 先 叙 述 Wilks 定理 

Wilks 定理 设 @ 是 R 中 的 一 个 有 内 点 的 集合 ， 分 布 族 
(1) 与 分 布 族 (2) 都 满足 上 述 的 (让 一 (iy) 的 正则 性 条 件 。 寡 数 
真 值 6"E@。 且 相应 于 4 的 内 点 p" 。X1 ,…, 玉 ,为 X 的 iid Ж, 
又 设 | 


利 中， 一 P (Xi, ‚ ` УХ „э 
分 别 为 在 分 布 族 (1) 和 (2) 中 9 和 yp 的 似 然 方 程 的 相合 解 (或 称 一 
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致 性 解 ) ,而 
[| fCX;; 8,) 
LR (Xise, XDA n о ——, 
[| (Xis Pa) 
则 当 n 一 co 时 ， 变 量 
Y,=2logLR*(X,,-. X). 
ВХС r) 〈 见 [7]P327 定 理 3.6.1)， 

Wilks 定理 是 在 正则 性 条 件 下 建立 的 。 当 这 些 正则 性 条 件 
个 成 立时 ， 定 理 的 结论 也 可 以 不 成 立 。 违 反 这 种 正则 性 条 件 的 
最 重要 情况 是 集合 ，{zx， f(z;0)> 0) 

与 0 有关。 我 们 举 一 反 例 来 说 明 这 一 点 。 

例 1 设 和 和， 为 抽 月 分布 族 1C(0,0)0>0 的 iid 
样本 。 今 欲 检 验 假设 | 
Hj, 0=0,(09;y>0BË8 j) >Hi: 0<8=+68, 

(此 处 表明 如, 是 r = 0 维 的 )。 


Za DL, | 
x 1 n 
sup | [Сао 0) =( maxX 7205) ° 
由 此 得 到 似 然 比 x 
sup |] f(z.30) 


LR(X, ‚°*' ‚Х„) 


sup [Í /(2:;0) 
— үшү | | 
_ [max(A i,  X,)17 
(0,)”” 


= алы = 


[Н %4 H , X3 If 
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PP =[P(X<0,t)]" 
0, 


号 0 t 1 р n 0,1 H 

=(], ваш) С), 

即 在 H, 成 立时 "二 下: 以 有 密度 函数 nt" (0<#<1, 
在 此 之 外 为 0)。 由 此 得 到 


тах X; | 
Y, u 2lnLR(X; 9 ‚Х„) = — 2 nn。 


0 


t 
| © оң t 
= 1- | nu" ldu = 1-e x, 

0 


e 了 ,之 密度 函数 为 


2 _ 
10-1 - Без =zx°(2), 


2 2 
2?Г (>) 


但 此 处 五 = 1， 而 r = 0， 故 如 按 Wilks 定理 ， 极 限 分 布 应 为 
х*(1), | | | 


10—6 ”对 固定 的 样本 大 小 而 言 , 似 然 比 
检验 可 以 不 是 无 偏 的 例子 
有 关 定 义 和 和 定理 | 
定义 1 Хх = (АХ, sAn). BLOCK) A B Dr ie И gl 
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Н,, 660,«<—>Н,, 6сө-Ө, (1) 
Но 0, ЖУ 
Bs(0) = Е ф‹Х), 
若 В,00,)<8,(0,) 
对 任何 01 € Ө, ЖӨ; EO-0,， 则 称 $(X) 为 问题 (1) 的 一 个 天 
偏 检验 ， | 
定义 2 ” 设 对 每 个 样本 大 小 z， 确 定 了 问题 (1) 的 一 个 检验 
(XX1，…,X,)， 以 Ba(0) 记 其 势 函数 ， 如 果 存 在 a 二 1， 使 


lim8,(0) =a, 对 任何 0 EO. (2) 
lim8.40)=1， 对 任何 9E@-B6。 ` (3) 
则 称 %,(X) 为 问题 (1) 的 一 个 相合 检验， 
我 们 有 如 下 的 结果 ， 


定理 设 9 一 18 之 Wald 定 理 及 10-5 之 Wilks 定理 的 条 件 成 
立 ， 而 8, 为 6 的 一 个 闭 子 集 ， 则 检验 问题 (1) 的 似 然 比 检 验 是 
相合 的 。( 详 见 [7)P334 定 理 3.6.2) 

从 这 个 似 然 比 检验 的 相合 性 定理 可 知 , 当 样 本 大 小 很 大 时 ， 
似 然 比 检验 是 近似 无 偏 的 ， 这 种 “ 浙 近 无 偏 性 ”是 任何 相合 检 
_ 验 都 具有 的 性 质 ， 全 ”对 固定 的 样本 大 小 而 言 ， 似 然 比 检验 

可 以 不 是 无 偏 的 。 我 们 有 如 下 的 

ËH 设 Xi,X,,…,X, 是 从 母体 N(h,o:) 中 抽取 的 iid # 
ж, ЮНЫ 
Н, о? =0? Hi, kT. E- (4) ` 
不 难 算出 似 然 比 为 а. Н | 
LR(X,,X РГО 


1 < -— 
其 中 б = D (X-X), 
i=} 
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nS? 
g? ? 
Ш Ha aL BJ 
| {-——х°(һп-1), 
显然 ， 似 然 比 与 二 e。 "(成 立时 只 相差 一 常数 倍 。 
由 (хе7°)/ =e-*(1— z) 
可 知 函 数 ze-*(z>0) 在 z<1 时 增加 ,而 在 xz>1 时 下 降 。 因 此 ， 
检验 问题 (4) 的 水 平 为 (< 的 似 然 比 检验 有 否定 域 


Ew ts 


(t, tdt >b}. (5) 
此 处 d， 6 由 方程 组 | 
P( x° (п-1)<4) +1- Р{х? (п- 1)<5) =a, 
1s (6) 
| dex = be " 
所 决定 ， 


但 文献 [7) 中 P274 例 3.3.6 已 证 明了 检验 问题 (4) 的 水 平 为 
a 的 一 致 最 优势 无 偏 检验 〔 记 为 UMPU 检 验 ) 具 有 否定 城 
(t, ї<а; 或 1 之 b1} 
其 中 6 和 di 由 方程 组 
“Р{х*(һ-1)<ау}+1-Р{х°%(п-1)<5{}=а, 
тыт j) D 


п ~ 1 


di Te 
所 决定 ， 
容易 看 出 ， 除 非 = 1， 否 则 (6)、(7) 这 两 个 方程 组 的 解 必 
然 不 同 。 事 实 上 ， 若 d =di 且 0=0， 
后 ， 再 除 以 (7) 式 得 


-1 _d(n-1) “-1 _#(л-1) 
e 2n $ e о 攻 
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$ 
因 而 es" =є?", L nes = b 2 пе, 


Blb = d, 了 是 由 (6) 的 第 起因 

P(rz*(n- 1)<d)+1-P(z*(n—- 1)<d) =a, 
{Фа =1, Вт, 40<18, (5545 UMPU 检验 的 否定 域 不 一 
样 。 这 就 证 明了 ， 以 (5》 式 为 否定 域 的 似 然 比 检验 不 能 是 无 仿 
检验 。 因 为 ， 若 它 是 无 偏 的 检验 ， 则 如 多 参数 指数 族 最 基本 的 
定理 (57]JP268 定 理 3.,3.5) 所 证 ， 具 有 象 (6) 那样 的 否定 域 的 
无 偏 检验 ， 必 然 是 UMPU 检 验 、 而 由 UMPU 检验 的 唯一 性 ， 将 
有 
| d=d,, b=b1. 
MRNEEHRI <N, JAO 5 Ст) 必然 不 同 ， 即 dg 关 di 
b&b. 


10 一 7 ”一 个 很 坏 的 似 然 比 检验 的 例子 


有 关 概 念 和 引 理 


IX = (X ,X,,.. X.) 是 从 母体 下 中 抽取 的 子 祥 ,到 的 可 
yi Са), “ZE@j， 其 中 0 〈 可 以 是 向 量 ) 是 未 知 参 
数 《〈 当 下 是 连续 变量 时 ，j/ 表示 分 布 密度 ， 当 X 是 离散 型 变量 
时 /表示 概率 分 布 )。 要 求 检 验 朗 设 
| Н, 0€6@,—>H,;,, EQ-0, 
统计 量 

sup | Í /Cxi;0) 
А (х) = < 一 
sup [] 00:6) 
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PRAMA. 
当 ÀA(z)>À, (1) 
了 时 拒绝 H,，、 其 中 1 选取 使 得 | 
P,(A(z)>A )=<a 对 一 切 06E@,， (2) 
(1), (2) 两 式 给 出 的 检验 法 称 为 水 平 为 “的 似 然 比 检验 ， 
对 于 简单 假设 


H,: 0=0,—>H;,, 0=0, (0,%0,), 
我 们 有 下 面 著名 的 Neyman-Pearson 基本 引 理 ， 
Neyman-Pearson 基本 引 理 ” 设 子 样 和 = (X,,.  ,X ) 是 连 
续 型 随机 向 量 ， 分 布 密度 是 f(xX;9),9 是 未 知 参数 ， 对 于 简单 候 
设 检 验 问 题 ， | | | 
Н,, 0=0,<——H,, 0=9, (0, ,=>0,). 
车 存 在 检验 函数 p(X) 使 
Е.ф(Х) =а, ` (3) 
D anay >K, 
ф (х) = 12,0.) ЕС О 
0, туйу SE (K 为 大 于 等 于 零 的 常数 )。 
(4) 
成 立 的 必要 充分 条 件 为 6(X) 是 水 平 为 < 的 最 优势 检验 ( 记 为 MP 
检验 )。 O 
这 引 理 说 明 ， 对 于 简单 对 简单 的 假设 检验 问题 ， 似 然 比 检 
验 法 是 最 优 的 ， 反 之 ， 最 优势 检验 法 一 定 是 似 然 比 检验 法 。 但 
是 ， 对 于 某 些 简单 对 复杂 的 假设 检验 问题 ， 似 然 比 检 验 有 时 可 
以 给 出 很 坏 的 结果 。 下面 的 例子 是 Stein 和 Rubin 给 出 的 。 
例 1 设 X 是 取 9、 土 1、 土 2 这 五 个 点 的 离散 型 随机 变量 ， 
其 分 布 
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44 | 
БИ, МҮ = 28, 


1 ~ 2a 
9 s `iz = 土 1 时 、 


а, х = 0 时 ， 
[ Pc, r= 一 2， 
(1-— р)е, 342 = 2, 
1—с 
Р, (Х=х) = 4 о (. =) М ж = 0 (0<р<1), 


на 


Р,., (X = zx) = 


一 一 一 一 一 一 一 一 


]—c 
12202-9), 当 = +1, 
Жа, CHER, 满足 


| 1 
0 <q <. 
2 


和 和 <c <a, 
2—a 


现 要 根据 对 X 的 一 次 观测 ， 求 假设 检验 问题 


| Н,; р = 0<—>Н,„, p0 (x) 
的 水 平 为 4 的 似 然 比 检验 ， 
直面 先 来 计算 似 然 比 
supP (х = | f __ 
доу 2300000220) выр 1a(1~P)e} 
P,. (x =2) 21 
| 2 
=- „4с 
а а 
2 
а 0 
(~ c> 5525), 


RẸ 


supP,(x= 一 2) 2c 


_ оү IFL = 27. 
А(~2) = Р, (z = 2) @? 


sup P,(z= +1) ше 


а. _ — 0=?2<1 
А(1) = A(— 1) P. (Z2=-+1) T 1-а? 


sup Р,(2=0) үе 


А — < f<! 一 . 
(0) Pro (z = 0) ] ~ @ 


Р,. (À (Х) = е )=Po-o(z=0)+Po-oCz=1) 


с (z=—1) 


P, (à (X) = >) =Р,,,(==2) +Р,. (z = —2) 
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-rm 
a 


对 于 0<e<1， 我 们 要 决定 lu 使 得 


= (1-Р)уе+ре=с, 
所 以 当 H: p=0,Hi: p 半 0 成 立时 


(多 ) 的 分 布 为 
1-с | 2C | 
À 取 fü T | А 
| 
Н; p=0 1-а | a 
Н |, p#0 l-e | С 


Pono (ACX) FA) а, 
e а 
. zy ©, 
.. а<2с—ас 
于 是 а—са<2с—-ас-—-ас, 
Вр a(1—c)j<2e(1—-—0a), 
a 1-— a ] — c де 
°° əc l-e’ 1а Са ° 
ЖОЛ, | 
q- ° де 
аА -二 
— A < 


| ПВО ВФ, (х), 3422 B, BEH. MERR, BH ` 


1, МА(х)224,, 
0, HACI) <А, 
就 满足 要 求 。 这 是 因为 ， 


P,-, ACX) Sha) =P, (А) = 22) = Р(х = +2) 


Ф; (2) =} 


= а, 
而 Ppa (А) SA) = Po (A (X) =S) 
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=P,. (z = +2) =с<0, 
即 似 然 比 检验 $1(X) 在 p 志 0 处 的 势 函数 比 不 作 任何 试验 ， 而 径 
ФОХ) 三 wa 还 不 如 ， 


更 有 其 者 ， 我 们 可 以 构造 一 个 检验 ， 它 与 问题 (*) 毫 无 


关系 ， 但 却 比 检验 $1(X) 好 ， 这 个 检验 是 ， 设 x 为 有 理 数 , НОЕ 
当 大 的 N， 使 Ne、N(1~ a) 为 正 整数 ， 在 装 有 Ne 个 红 球 ，N{(1 
~Q) 个 白 球 的 伐 中 ， 随 机 地 取出 一 个 球 ， 车 为 红 球 , 就 否定 H, 
( 记 这 个 检验 为 6,(X))， | 


因为 每 取 一 次 ， 取 出 红 球 的 概率 为 了 -=a， 若 摸 出 红 球 ， 


就 否定 日 ,， 则 有 
Pono (REH) =, 
Pono (REH) =а:>с=Р,„„,(5А(Х):>А„), 
即 检验 $,(X) 的 水 平 为 <， 势 函数 也 为 4s， 它 当 然 比 检验 $1 (X) 
要 好 。 x 
B 3823 000 (X), 35z=0DBF FEH. рю, 
有 


1-е 


P,- (z = 0) =a, P,. (z = 0) = Tr 所 以 也 比 


检验 $1(X) 要 好 。 从 下 表 


Х 一 2 2 0 ~ 1 


+ (X) 否定 Ho ЖЕН, 接受 H。 接受 Ho 
$s (X) 接受 H。 接受 H。 | ЖЕН, 接受 Ho 
可 以 看 出 ，$1(X) 与 $9;(X) 除了 在 点 土 1 处 相 一 致 外 ， 在 其 祭 


的 点 上 都 是 反 其 道 而 行 之 ， 但 是 gs:(X) 却 比 似 然 比 检验 四 (Х) 
要 好 . 之 所 以 会 出 现 这 种 情况 ， 这 是 因为 似 然 比 检验 纯粹 是 一 
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dainn. -.—— —- — .—.— сал, „шш 1 ү Алаа 


т - = = -- ——-— —— m s u a 一 一 一 一- 一 一 一 -..--—.-.-.- Ma 


种 直观 的 技术 ， 它 并 不 是 基于 一 秋明 确 的 优良 性 考虑 ， 因 此 ， 
虽然 在 许多 问题 上 常 给 出 具有 优良 性 质 的 检验 ， 但 在 个 别 情况 
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第 十 一 意 与 线性 模型 有 关 的 反例 


线性 模型 是 一 种 在 理论 上 和 应 用 上 都 很 重要 的 统计 模型， 
关于 它 我 们 在 这 里 只 提供 以 下 一 个 很 重要 的 反例 . 


11—1 在 非 正 态 的 条 件 下 ， 参 数 的 最 小 方差 线性 
无 偏 估计 不 再 是 最 小 方差 无 偏 估 计 的 例子 


有 关 定 理 | 
关于 线性 模型 参数 的 最 小 二 乘 估计 ， 我 们 有 以 下 落 名 的 
Gauss 一 Markov Ж. 
定理 1 (Gauss—Markov), 
设 线性 模型 为 : (У, ХВ, о*1п) 
В. = (X: X) 1X'Y 
是 参数 8 的 最 小 二 乘 估计 , 则 BL 是 8 的 最 小 方差 线性 无 偏 信 计 . 
( 见 [63 第 二 册 之 一 分 册 P93) 
定理 1 断言 8 的 最 小 二 乘 估计 Bi 在 一 切线 性 无 偏 估计 中 是 广 
差 最 小 的 。 但 是 , 它 并 没有 排斥 这 种 可 能 性 ， 即 存 在 方差 比 Л. 
小 的 非 线性 无 锅 估 计 。 但 是 ， 如 果 我 们 进一步 假定 
Y—N(XB, o?In), 
则 这 种 可 能 性 不 存在 ， 即 我 们 有 以 下 的 绪论 ， 


* 301 ° 


. = аз i ë тиит тт т `: оо оо ко 


定理 2 ”在 观察 向 量 Y~N(X8，c2fn) 的 条 件 下 ， 线 性 模型 
(Y, ХВ, 1) 中 参数 8 的 最 小 方差 线性 无 俩 估计 | 
BL= (X: X) XY 
也 是 8 的 最 小 方差 无 偏 估计 。 
证 明 Y~N(X8, cš:ln) | 
_ 1 "зт CY XE Т СЕХР 
= (2) е 
W &Е—ҮҢН ЖЖ (Y) P ЖҮ Ну 5% ЖЕРЕ ЖО ERENT S 
U, = {у E,v=0, Evt <оо, 4 — BJ8 € @), 


й] Ej(Y)= [JO E жоғ EO Хр) q- Өздү = 0, | 
T | |) еъ» 2 _ГҮТҮ+# Т Х*Х?#—59#ТХТ Элу = 0. 
_Ү'Ү,з#'ХТҮ 
aa [jo ei ra, 
ҮТҮ + (XY) 8 | 
BJ [ie 29 = dY=0. 


上 式 关 于 BB 微分 得 
YE) "f 1 
J oye К = X:YdY = 0, 


(Y—ü—X8) 1 «Ү—Хё#у 
201 


即 有 [XEDE Y=0, 


ЊЕ  E(X'Y/(Y))=0, 
于 是 由 (63 第 二 册 之 二 分 册 P150 定 理 1 知 X'Y 是 其 数学 期 望 
EX"'Y = XX'XB 的 最 小 方差 无 偏 舍 计 ， 再 由 [62 第 二 册 之 二 分 册 
P152 之 系 1 知 (X: Y) 的 线性 函数 (X X)-1X! Y 是 其 数 和 期 时 
ECX'™X)-1X'Y=EB,=8 
的 最 小 方差 无 但 估计 ， 证 毕 。 
但 是 定理 2 的 道 不 真 ,我 们 有 如 下 的 反例 ; 
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pii 设 | 
Үз = ~ 8, +В, +2х;:8 + е, 
fY; ай кы, +z Bs +e, 
-`Y =La B +7s Ë, +ZzssBs + Єз, 
其 中 ei~U[ -27 30, 2V 30], і=1, 2, 3, 
且 ei 之 间 相 互 独立 〈i= 1, 2, 3). MH 
(Yi<U[-Bi +B. +z B, -2V 30, —В +B, 
| + xisBs + 2М 3oJAULa,, 6,1, 
Y,—U[z, B i +z,,B, +х,585— 2 30, 2,18; 
| +8, +х,585 + 24 3ol5U[a,, 6,1, 
x Y| —U[z,; Bi +z.,;B, + zs B, — 2 30, zs18， 
l +В» +z B, +20 зо1&Ц[а», bs]. 
由 定理 1 知 
Bir= (X'X)-1X:Y 
В; 
s anavan, 
В, 
-1 1 Trs Yı 
其 中 rofen 72% ras) ДЕ ) 
“31 Хзә зз Үз 
现在 我 们 来 证 明 Bi 不 是 6 的 最 小 方差 无 偏 估计 ， 
记 U, A (vi E,v=0, Esv’<o0， 对 一 切 8€ @), 
UA{T, E,T=B, Е,Т<о, ў 0ВЄ@)}. ` 
由 C6) 第 二 册 之 二 分 基 P150 之 定理 1 知 B 是 8 的 最 小 方差 无 偏 估 
计 之 充 要 条 件 为 
Е,(У8:) = 0， 对 一 切 BE @#iv CU,. 
为 此 ， 我 们 只 需 证 明 ， 存 在 8。€ 四 和 ve EU 使 


是 8 = 
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Е,, (vaL) == 0 


жг. H 
/ 1 
|1 vi = Y EU, СЕ, Y, = 0), 
Ü) 9 
则 E,, (VoL) = E,, (Y, (X, X) X Y) 


0 => (ХХ) Е, (Y ,X:Y) 
 *0>E,, (Y X:Y) 


| s \ 
2 Ха, | 
i=] 
8 
= 0<—E;, Y, > XY; 
И | 
`` x. g 
«шг 13701 
š ia] Е 
А | 
|E, (У. > X; i Y; )\ 
==] 


8 
= E,, (Yi È X, Y, ) == 0 (其 中 x11= - 1, 
и 212 = 1), 


| E, (Y, уз Xi Y, J 


j=] 


而 Е,,( Y, > X,,Y, ) 


ъа] - 


8 | 
- | И: oY |} +X, «Т» + Хз ° Y o) 115 1 a. dY dY,dY, 


p= 1l t 


= cx ‚Үт+Х,,Ү,Ү,+Х,,Ү,Ү»)4Ү,Ч4Ү,4үҮ, 


= СХ; Eg, Yi + CX, Eg, Ү,Е;, Y, + СХЕ, Y Es, Ys 
= CXE}, Y? = СХ,,1р;, Yı + (Es, Ү,)*] 


Еа 


= СХ | ,•40° х 0, 


x 1 
其 中 C= 之 b.— a; ° 


注 “定理 2 的 证 明 也 可 参看 [7]p451 之 定理 5.2.4。 
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第 十 二 章 ” 与 抽样 理论 有 关 的 反例 


”12 一 1 当 检 查 人 员 可 能 犯错 误 时 ， 全 面 检查 
不 一 定 比 抽 梓 检查 更 好 的 例子 


本 章 我 们 介绍 波兰 应 用 数学 工作 者 得 到 的 一 个 结果 ， 即 当 O 
检查 人 员 可 能 犯错 误 时 ， 全 面 检查 不 一 定 比 抽样 检查 更 好 的 反 
例 . 

我 们 知道 ， 全 面 的 验收 检查 所 制订 的 验收 计划 常常 是 这 样 
的 ， 检 查 全 部 母体 ， 坏 的 个 伍 拒 收 ， 好 的 则 接受 ,车 检查 人 员 
不 犯错 误 ， 且 如 不 顾及 检查 费用 时 ， 则 全 面 检查 这 种 方法 是 最 
好 的 ， 因 为 它 保证 了 一 切 次 品 的 被 拒 收 ， 故 经 过 挑选 而 接受 的 
Ен ЖК ЖОЖ. | | 

但 如 果 检 查 人 员 可 能 犯错 误 ， 则 虽然 全 部 检查 ， 仍 不 能 保 


证 把 次 品 全 部 挑 出 ， 且 此 外 还 可 能 把 某 些 上 品 错误 地 抛 掉 。 这 


可 从 Kennedy 和 Mierzejewska 所 做 的 试验 中 得 到 证 实 ,Kennedy 
的 试验 是 ， 在 一 批 全 为 上 品 的 母体 (其 个 数 未 知 ) 中 , 添 进 100 个 
次 品 ( 假 定 个 体 的 类 别 上 只 有 上 品 或 次 品 两 种 )， 然 后 把 这 批 产 品 
拿 去 检查 , 绪 果 检查 者 只 找 出 了 68 个 次 品 , 剩 下 来 的 总 体 请 他 笛 
检查 一 次 ， 而 不 告诉 他 这 就 是 他 先前 已 检查 过 的 且 经 他 认为 全 
是 上 品 的 总 体 ， 在 第 二 次 分 类 中 ， 他 又 找到 了 18 个 次 品 ， 再 让 
他 作 第 三 次 检查 ， 叉 发 现 了 8 个 ， 第 四 次 特别 组 织 3 大 去 检查 ， 
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又 找到 了 4 个 次 品 。 但 还 有 2 个 次 品 未 找 出 来 。Mierzejewska 所 
做 的 一 次 试验 是 ， 有 1873 个 小 齿轮 ,检查 者 在 分 类 时 挑 出 了 169 
个 次 品 后 ， 她 又 去 检查 了 几 次 。 第 一 次 她 找到 了 70 个 次 品 ， 第 
二 次 24 个 ， 第 三 次 4 个 ， 第 四 次 1 个 次 品 。 然 后 ， 她 再 一 次 检查 
了 那些 认为 是 次 品 的 小 齿轮 ， 结 果 发 现在 第 一 次 所 挑 出 的 70 个 
中 有 2 个 是 上 品 ， 第 二 次 的 24 个 中 有 1 个 也 是 上 品 。 这 些 例子 表 
明 ， 在 某 些 技术 条 件 下 ， 检 查 人 员 犯 错误 〈 误 认 上 品 为 次 品 的 


第 一 类 错误 及 误 认 次 品 为 上 品 的 第 二 类 错误 ) 的 概率 不 会 太 小 ， 


如 不 注意 这 一 点 ， 就 可 能 得 出 本 质 上 错误 的 结论 。 同 样 的 情形 
不 仅 在 品质 检查 中 ， 而 且 在 排版 校对 、X 光照 像 底片 的 阅读 ， 
以 及 其 他 场合 过 到 . 


下 面 ， 我 们 在 某 些 条 件 下 ， 在 估计 到 检查 人 员 的 错误 时 ， 


油 样 检查 给 出 比 全 面 检查 更 好 的 例子 ， 这 个 例子 不 仅 很 有 趣 而 
上 且 很 有 实用 价值 ， 
例 1 假定 在 接受 某 一 个 总 体 时 ,检查 人 员 以 概率 1~ p 认 上 


名 为 次 癌 ， 以 概率 1- 4 认 次 品 为 上 品 (因而 p 及 4 为 得 到 正确 结 ` 
论 的 概率 : 认 上 品 为 上 品 及 认 次 品 为 次 品 ) ,这 里 要 注意 概率 p 及 


4 依赖 于 许多 难以 细致 研究 的 检查 条 件 (如 检查 人 员 的 工作 速 
度 ， 受 检查 的 样本 或 总 体 的 个 数 ， 检 查 人 员 的 疲劳 程度 ， 总 体 
的 次 品 率 等 ), 因 此 ,它们 甚至 在 检查 一 批 总 体 也 会 显著 地 变化 ， 
如 已 知 总 体 的 次 品 率 为 w， 则 从 总 体 中 随机 地 挑 出 的 个 体 

被 认为 是 上 品 的 概率 为 

P{Cjw, р, 4) = (1— w)D+w(1—q), 
因而 ， 从 总 体 中 随机 地 挑 出 的 个 体 被 认为 是 次 品 的 概率 

Р{Е у, р, gq}=1-P{C]w, р, q), 

Р{Е |w, р, а} = 1-[01- %)р+и(1- 4). 

=1-(1-—%)р- (1-9) 
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=Wq+(1—%w)(1-—p)Š w), 


Ji — 3 w hA K BJ DB tK na Ж, 因为 运用 全 面 检查 时 被 认为 是 


次 品 而 拒 收 的 个 体 的 频率 就 是 w1， 


下 面 ， 我 们 来 给 出 检查 人 员 不 常 正确 时 ， 抽 样 检查 比 全 面 
检查 更 好 而 应 满足 的 条 件 、 
设 有 个 体 数 为 N， 次 品 率 为 w 的 总 体 ， 进 行 全 检查 后 恰 有 & 
个 个 体 被 认为 是 次 品 的 概率 P(N，w，p，9) 为 
P,(N,w,p,q) 


- 5( 


“(1—4)*%=-'#-#) (1) 
N(1— w) | 


N(1— w GQ raea- p'a 


其 中 因子 人 ур" -w -i(] = р), 


为 总体 市 NG - УК УЛУКУСКТҮГС | 


(= 1— qyNe- ( Ai ) 


为 总 体 中 Nw 个 次 品 的 个 体 里 ， 有 Ri 个 被 认为 是 次 品 的 概率 ， 
公式 中 的 求 和 取 自 一 切 可 能 的 i， 即 自 0 到 &, 
今 考 虑 验收 方案 mfn( 或 记 为 nq，m)) 的 抽样 检查 ， 记 号 
mn 表示 从 总 体 中 抽取 w 个 样本 ， 车 其 中 的 次 品 数 小 于 等 于 mm， 


则 接受 这 批 产 品 ， 如 检查 人 员 不 犯错 误 , 则 方案 m /x 的 特性 画 


数 由 下 式 计 算 
Му, ,N(1-— w) 
WI 
јс») = P (2 <m) = У чк. 
ü (a) 
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如 检查 人 员 可 能 犯错 误 ， 则 方案 m/n 的 特性 函数 为 ~ 
pW) = Р(Ё<т) 


N(1—%) 
x СУ ) _ 
= 5 Э —— L рур, =>» р,а), (2) 
| n 
| (“от | | 
其 中 一 -一 -二 为 下 列 事件 的 概率 , 自 个 数 为 N， 次 品 


п | | 
率 为 w 的 总 体 中 ， 抽 取 个 数 为 4 的 样本 ， 此 样本 中 恰 含 i 个 次 
m. 
Р,(п, 2, р, а) 是 检查 人 员 检 查 此 样本 后 ， 其 中 恰 有 


件 被 认为 是 次 品 的 概率 ， 它 由 (1) Жен. | 

如 &<m， 则 应 用 抽样 检查 时 ， 总 体 全 被 接受 . 这 等 于 把 未 
列 入 样本 中 的 -一 切 个 体 划 为 上 品 . 

如 >m， 则 总 体 被 拒 收 , 这 等 于 承认 全 体 未 经 检查 的 个 体 
都 是 次 品 . 

我 们 现在 来 比较 全 面 检查 法 和 抽样 检查 法 中 ， 被 错误 地 分 
类 的 个 体 的 数学 期 望 ， 
在 全 面 检查 法 中 , 被 错误 地 分 类 的 个 体 件数 的 数学 期 望 R， 
为 x | 
x Ri = N[1— (1— w)p— wq]. | (3) 
如 采用 抽样 检查 方案 ， 则 在 样本 中 被 错误 地 分 类 的 个 体 件数 的 
数学 期 望 为 

ту =n[1-(1-w)p-wqJ. (4) 
如 果 根据 抽出 来 的 样本 ， 总 体 被 拒 收 ， 则 其 他 一 切 个 体 都 
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算是 次 品 。 因 为 总 体 被 拒 收 的 概率 为 1- 9p(w)， 故 未 经 检查 的 
个 体 中 ， 原 系 上 品 而 被 认为 是 次 品 的 件数 的 数学 期 望 为 

т,=(М—п)(1-»)[1—Ф(%)], (5) 
同样 ， 根 据 验 收 方案 mf n， 总 体 被 接受 时 ， 未 经 检查 的 个 体 
中 ， какаш ааыа 


з= (N-n)wọ(w), (6) ` 


fT, Tas rs 加 起 来 ， 后 得 到 抽样 方法 中 被 错误 地 分 类 的 个 体 
件数 的 数学 期 望 R， 
R;=n[1— (1-—w)p—wq]+ (N—- n) X1—w)[1— g(w)J 
+ (N — n)w0(%w) | 
= п1— (1-w)p-wq]+(N-n)[1—-%w 
~ (1— 2w)g(%w)J, (7) 
比较 公式 (3) 与 (7)， 可 知 ， 当下 面 的 个 等 式 成 立时 ， 和 方法 
ATERRAR, <К,) 
(1— 2%) (у) 22р(1-~ и) ~ (1—4). (8) 
"9(4WY) 盖 0， 故 如 上 面 不 等 式 的 右 方 取 负 值 时 (8) 式 成 立 ， 
为 此 ， 只 要 当 ! 2 0 时 


1 
一 -一 一 一 二 名 <, 
ЕТТ q < 2° 


р 1 
Ш т#рт 


111-2%<0, H-'o(w)<18 | 


如 1-р 21 (9) 


(9) 中 不 等 式 表明 ， 在 某 些 情况 下 ， 抽 样 检查 优 于 对 总 体 的 全 
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这 一 结果 有 很 大 的 实际 意义 ， 第 一 ， 运 用 抽样 检查 可 以 节 
”省 许多 费用 ， 因 此 抽样 检查 几乎 总 是 比 全 面 检查 便宜 。 第 二 ， 


不 检查 总 体 ， 而 只 检查 样本 ， 在 许多 情况 下 ， 可 以 把 工作 做 得 


更 好 ， 因 而 缩小 犯错 误 的 梳 率 1- p 及 1- 9。 第 三 ， 特 别 地 ， 当 
信息 具有 很 强 的 时 间 性 时 ， 旷 日 持久 的 全 面 检查 将 只 能 获得 陈 
旧 的 信息 ， 而 变 得 毫 无 价值 ， 因 而 必须 进行 抽样 检查 。 
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第 一 章 与 随机 事件 、 概 率 空 间 、 古 典 概 型 有 关 的 反例 
11 基本 事件 但 不 是 事件 的 例子 
| 二 同一 随机 现象 可 以 用 不 同 的 样本 空间 来 描述 
的 例子 
L= 两 事件 互 矿 但 不 互 逆 的 例子 
=å 概率 为 0 的 事件 并 非 是 不 可 能 事件 的 例子 
1—5 概率 为 1 的 事件 并 非 是 必然 事件 的 例子 
(ж) 1—6 集 类 E 上 的 非 负 集 函数 具有 有 限 可 加 性 、 连 
续 性 但 不 具有 可 列 可 加 性 的 例子 
l=] 上 极限 事件 和 下 极限 事件 不 相等 的 例子 
| = 8 非 古典 型 随机 试验 的 例子 
第 二 章 与 独立 性 、 条 件 概 率 有 关 的 反例 
2l 两 事件 不 独立 的 例子 
2—22 两 事件 不 独立 ， 但 不 一 定 互 斥 的 例子 
2»=3 事件 两 两 独立 ， 但 并 非 相 互 独立 的 例子 
2 一 4 Р(АВС) =Р( А) Р( В) P(C) 
‚ A, B, CE 
事件 并 非 两 两 独立 的 例子 
2 —5 说 明 P ( A), Р(А ІВ), P (АВ) 
三 者 不 同 含义 的 例子 
2 一 6 非 独立 试验 概 型 ( 非 Ber noul l i 概 型 ) 的 例 
+ 
(ж) 2 一 了 ?supE [Еп | <оо, {НЕ п ?5 不 成 立 
的 例子 
(*) 2 一 8 并 非 任何 一 个 蒜 {& п} 均 存 在 一 个 满足 E | 
E | <coe 的 随机 变量 5 和 概率 空间 (О, ?1, P) 中 ?1 的 子 o 代数 ? 
n 使 得 En =E {E |?п} 的 例子 
(ж) 2 一 9 с 与 C 独立 , {НЕ (€ |n, С) ?Е ( | 
n) 的 例子 
第 三 章 Б Ле, DARAS х УБ 
3 = 1 E (w) 是 定义 在 概率 空间 (О, ?, Р) 
上 的 单 值 实 函数 ， 但 它 不 是 (О, ?1, Р) 上 的 随机 变量 的 例子 
(*) 3 一 2 随机 变量 的 勒 贝 格 可 测 函 数 不 一 定 是 随机 变量 
的 例子 
3 一 3 既 非 离散 型 ， 又 非 连续 型 的 分 布 本 数 的 例子 
3 一 4 设 5 是 一 个 连续 型 随机 变量 ，g 是 某 个 连续 
Б, п =g (E) 不 是 连续 型 随机 变量 的 例子 
3 一 5 不 同 的 随机 变量 (向 量 ) ， 县 有 相同 的 分 布 


函数 的 例子 


3 一 6 连续 对 随机 要 量 之 密度 函 效 未 必 是 连续 的 例 
+ 
3 一 7 л Е (х, у) 对 每 个 变 元 非 降 ， 左 连续 
BFE Xy ао «=. Бр = бо, ууч. = 和 但 
仍 不 是 分 布 回 数 的 例子 


3 一 8 边际 分 布 是 正 态 分 布 ， 但 联合 分 布 不 是 多 元 
正 态 分 布 的 例子 
3 —9 随机 变量 5 、n 相互 独立 ， 而 且 同 分 布 ， 但 
不 一 定 有 5 =n (a, s) 成 立 的 例子 
3 一 1 0 Е. n 同 分 布 但 不 独立 时 ,EE =£ 一 hn 不 一 定 
是 对 称 随机 变量 的 例子 
(ж) 3—11 ©, n 服从 正 态 分 布 ， 但 5 . n PZ, NI 
E +n 不 一 定 服从 正 态 分 布 的 例子 
3=12 两 个 不 同 的 联合 分 布 (09) ， 它 们 可 以 有 相 
同 的 边际 分 布 的 例子 
3 一 1 3 随机 变量 5 1, £ 2, £ 3 ， 两 两 独立 ， 但 不 
Еее 


—1 4 ç < n 不 独立 ， 但 5 2 和 n 2 独立 的 例子 
一 1 5 相同 的 随机 向 量 构造 的 不 同 的 B or e | 27! 
KHA 〈 不 恒 等 于 单数 ) 之 间 也 可 能 是 独立 的 例子 。 
3 一 1 6 从 随机 向 量 E = (6 1, & 2 ，… € m) 和 


1 = = (п 1,n2，… nn) 之 间 的 独立 性 推 不 出 的 分 量 E 1 ,2 
‚ € таў 的 分 量 n 1,n2，… nn 之 间 的 独立 性 的 例子 
3—17 5 和 n 1 独立 ， С 和 mn 2 独立 ， 但 5 和 随机 同 
量 (n1, n2) 不 独立 的 例子 
(k) 3—18 非 独 立 随 机 变量 序列 的 例子 
(k) 3 一 1 9 分 布 男 数 F 1 ЖЕ 2 的 众 积 绝对 连续 ， 但 F 
1 和 F 
不 绝对 连续 的 例子 
(*) 3 —2 0 ENESE, n Ну ГЕЛ: frfr, BEE 
、 n В [+1ЕНу ТЕЛА, 77А ШС, n 的 分 布 相同 的 例子 
(*) 3 —2 1 с 与 ?有 相同 的 分 布 ， 而 5 HIERA SAN 
布 的 例子 
(K) 3 二 2 2 с 与 1 一 5 有 相同 的 分 布 ， 而 5 并 非 服从 B 
(а, а) 分 布 的 例子 
(ж) 3 一 2 3 £ Бп 独立 同 分 布 , £ =?—? (1, 0) 
二 ?, BE, n 并 非 服 从 正 态 分 布 的 例子 
(x) 3 一 2 4 E 5n 独立 ， 分 别 服 从 B (a1, B1) № 
В (a2, B 
Эъ, хе п —B (а, B6), WB =p 1 +B 2 , fB 


只 有 a =q 1 或 a =а 2 的 例子 
(ж) 3 一 2 5 ?Sk (mk SE Ek) 对 S 不 绝对 收敛 ， 
{mk } 仍 唯 一 决定 5 之 分 布 本 数 的 例子 
аы 与 效 字 特征 有 天 的 反例 
4 —1 随机 变量 的 数学 期 望 不 存在 《从 而 方差 也 不 
存在 ) 的 例子 


4—2 随机 变量 的 数学 期 望 存在 ， 但 方 舌 不 存在 的 


例子 

4 一 3 任何 阶 矩 都 不 存在 的 随机 变量 的 例子 

4 一 4 随机 变量 5 的 一 阶 和 矩 存 在 ， 但 没有 更 高 整数 
阶 和 矩 的 例子 

4 一 5 随机 变量 E 在 0 <r <1 Б], E E 存在 ;但 
在 r > 

Ч, E ?不 存在 的 例子 

4 一 6 随机 变量 5 1 ee 2 ， 它 们 的 一 切 整 数 阶 矩 都 相 

同 (Е E ?二 EE ?, k =1 , 2, 3) ， 但 它们 的 分 布 本 数 不 相 等 
的 例子 


4 一 了 7 随机 变量 E 1 和 E 2 不 相关 ， 但 也 不 独立 的 例子 
4 一 8 相 天 系数 p (€ 1，52) >0，p (52 
‚ 23) >0， 但 p (C 1, (€ 3) <0 的 例子 
4 一 9 E 1 和 E 2 不 独立 , 但 E (€ 1 : € 2) = 
EE1.EE2 的 例子 
4—10 E 1, £ 2j£ir, {НЕ (人 1+TE52) К ?E 
E ?+E € ?的 例子 ( 正 整数 k ?1) 
4—11 Е [Е (п |Е) 1 存在 但 En 不 存在 [М 
而 En =E [E (n |Ç) ] 不成立 的 例子 
4—12 中 位 数 不 唯一 的 例子 
4 一 1 3 数学 期 望 不 存在 ， 但 中 位 数 存 在 的 随机 变量 的 


4—14 随机 变量 的 众 数 不 唯一 的 例子 
第 五 章 与 特征 函数 、 母 函数 有 关 的 反例 
5 —1 随机 变量 5 1, & 2 不 独立 ,但 ?3& 1 +E 
2 (t) =?€1 (t) ?352 (t ) 成 立 的 例子 
5 —2 当 k 为 奇数 时 ， 随 机 变量 E 的 特征 函数 ? ( 
t) Æt =0 处 可 微分 k Ж, {НЕ ЕЁ k 不 存在 的 例子 
5 —3 26 45, {ААЛУ ВУНЕ А 
绝对 可 积 的 例子 
5 一 4 特征 函数 ? (t ) 在 有 限 区 间 内 的 值 不 足以 
唯一 确定 此 ? (t) ， 从 而 也 不 足以 唯一 决定 分 布 囊 数 F (x ) 的 例子 
5—5 特征 函数 列 的 极限 函数 不 是 特征 函数 的 例子 
5 一 6 分 布 本 数 不具 有 再 生性 的 例子 


例子 


5 一 了 ЛБЕ Е (x ) 不 是 无 穷 可 分 分 布 的 例子 
5 —8 无 处 为 0 的 特征 函数 不 是 无 穷 可 分 的 例子 
5 一 9 无 穷 可 分 的 特征 函数 可 以 分 解 为 不 是 无 穷 可 
УНУ НЕВА ВУЗЕ ВЈ 
5—10 ENE е УЖЕ EH ДЛТ ТЕ ВУИ 
5 一 1 1 随机 变量 5 ENERE, MRNA 
在 的 例子 
(k) 5 一 1 2 并 非 所 有 的 特征 函数 都 是 解析 的 例子 
(k) 5 一 1 3 消去 法 对 一 般 特 征 函 数 之 分 解 不 一 定 成 立 的 
例子 
(k) 5 一 1 4 无 穷 可 分 的 特征 函数 存在 不 可 分 解 因 子 的 例 


第 六 章 。 与 收敛 性 有 关 的 反例 
6 —1 分 布 函 数列 {Еп (x ) } 弱 收 敛 于 F (x 
) ， 但 F (х) 不 是 分 布 函数 的 例子 
6—2 分 布 函数 列 Fn (x) ?Е (x) , ВЕ ( 
x ) 不 唯一 的 例子 
6 一 3 即使 ?En (w) =& (w) 对? EQ 都 成 立 ， 也 不 
能 保证 ?Fn (x) =F (х) 对 ?x ER 1 成 立 的 例子 
6—4 Еп (х) ?F (x) ,但 EE ?一 EE k 不 成 立 的 


+ 


例子 

6 一 5 Еп (х) ?Е (x), 但 Fn (х) ?F 
(x ) 不 成 立 的 例子 

6 一 6 设 分 布 国 数列 {Еп (x ) } 对 应 的 特征 孙 
1) 在 t =0 不 连续 ， 则 推 不 出 {Еп (x ) } 弱 收 敛 于 某 分 布 酚 数 的 


例子 
6 一 7 НЕ п ?8 推 不 出 相应 的 分 布 密度 函数 或 概 
率 分 布 的 收敛 性 的 例子 
6 一 8 En (w) ?& (w) ,但 En (w) ?35 
(w) 不 成 立 的 例子 
6 一 9 En (w) ?5 (w) 但 E5 ?EEk ( 
?k >1 ) 不 成 立 的 例子 
6—10 Еп ?5 但 En ?Е 不成立 的 例子 
6 一 1 1 波 雷 尔 一 一 康 特 立 引 理 (1) 的 逆 不 成 立 的 例 


2 E n ?5 但 En ?5 不成立 的 例子 
3 设 0 <s <r , E n ?€ {ВЕ n ?5 不成立 的 


6 一 1 4 有 关 r MRASIL F SA іа] х АУБ 


(k) 6—15 ШЕ n ?F BJ, ?F 的 例子 
(k) 6—16 E n 0 (баб n 26 ) ,但 
Еп БЕ Мп (s) ЈЕ БЕМ (5) 的 例子 
(Ж) 6 一 1 7 和 矩 母 函 数 的 极限 函数 不 是 和 矩 母 酚 数 的 例子 
第 七 章 ”与 大 数 定律 、 中 心 极 限定 理 有 关 的 反例 
7 一 1 随机 变量 序列 (€ п } 不 服从 于 大 数 定律 的 
例子 
T=2 随机 变量 序列 (€ К} 不 满足 马尔 科 夫 条 件 
， 但 服从 大 数 定律 的 例子 
T=? 独立 随机 变量 序列 (€ k } 不 满足 车 贝 谢 夫 
大 数 定律 的 条 件 ， 但 满足 马尔 科 夫 大 数 定律 条 件 的 例子 
T=å 独立 随机 变量 序列 (€ k) 不 满足 格 音 坚 科 
大 数 定律 的 充 要 条 件 的 例子 
7 一 5 马尔 科 夫 条 件 满 足 ， 但 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强大 数 
定律 条 件 不 满足 的 例子 
7 一 6 独立 随机 变量 序列 (€ k 上 不 满足 强大 数 定 


律 的 例子 

7 一 了 林 德 风格 条 件 不 满足 ， 但 中 心 极限 定理 仍 成 
立 的 例子 

7 一 8 宙 勒 条 件 不 满足 ， 但 中 心 极 限定 理 仍 成 立 的 
例子 

7 一 9 有 关 大 效 定 律 和 中 心 极限 定理 之 间 关 系 的 反 
例 


7 一 10 随机 变量 序列 (€ п } 独立 同 分 布 ， 但 不 服从 
中 心 极 限定 理 的 例子 
*) 7 一 1 1 Е | |2 =œ, Lindeberg- |e 
у у 中 心 极限 定理 仍 成 立 的 例子 
(Жж) 7 一 1 2 E nk1 <k <n, п >1) жеи, a 
‚ п 条 件 , 但 ? |£ nk | ?0 的 例子 
(k) 7 一 1 3 ?оо, (€ n} 仍 服 从 强大 数 定 律 的 例子 
(Ж) 7 一 1 4 ? (n —E€ n)a, 5 收敛 , 但 ?DE 
n 三 co 的 例子 
第 八 章 ”与 充分 统计 量 和 完全 统计 量 有 关 的 反例 
8 —1 并 非 一 切 统 计量 都 是 充分 统计 量 的 例子 
(ж) 8—2 极 小 充分 统计 量 不 是 完全 充分 统计 量 的 例子 
8 一 3 次 序 统计 量 不 是 完全 统计 量 的 例子 
8 —4 有 界 完全 的 分 布 族 (或 统计 量 ) 不 是 完全 的 
分 布 族 (或 统计 量 ) 的 例子 
(ж) 8 一 5 п Е X) 与 有 界 充 分 完全 统计 量 t ( 
X) 独立 ， 但 f (X) 的 分 布 与 6 有 关 的 例子 
8 一 6 充分 统计 量 的 函数 不 是 充分 统计 量 的 例子 


8 一 7 充分 完全 统计 量 的 画 效 不 是 充分 完全 统计 量 


的 例子 
8 =g 站 数 族 分 布 表 达 式 中 的 T X) 不 是 充分 完 
全 统计 量 的 例子 
(ж) 8 一 9 在 适当 的 条 件 下 , 当 Ti (?i ) 是 9i (i 
=] ，2 ) 的 充分 统计 量 时 ， (T1 (X1),T2 (X2)) 是 (01 
) 


‚ 62) 的 联合 充分 统计 量 的 例子 
第 九 章 ”与 点 估计 有 关 的 反例 
9 —1 人 参数 不 存在 无 偏 估计 的 例子 
9 一 无 偏 估计 不 是 一 致 最 小 方差 无 偏 估计 的 例子 
3 一 3 X~ {ff G@x;0),909€?;  x1, а 
‚ x n ж И i d 样本 ， 参 数 6 的 无 偏 估 计 是 X 1, X2, =, Xn 的 对 
称 范 数 ， 但 不 是 6 的 U MV UE 的 例子 
(Ж) 9 一 4 无 偏 估计 存在 ， 而 U MV U E 不 存在 的 例子 
9 一 5 ? 是 6 的 无 偏 估计 ， 而 g (?) 不 是 g (Ө 
) 的 无 偏 估计 的 例子 (Ер (X) EX = (X1，… Хп) Вог 
el 可 测 画 数 ) 
9 一 6 在 一 定 的 优良 性 准则 下 ， 用 S ? 
(Xi 一 ?) 2 去 估计 0 2 较 之 用 S ? 
x (Xi —?) 2 去 估计 0 2 更 优 的 例子 
9 一 7 无 偏 估计 不 是 一 致 (相合 ) 估计 的 例子 
9 一 8 无 偏 估计 的 方差 低 于 Rao- Cr a mé г 
不 等 式 下 界 的 例子 
9 一 9 U MV UE 其 方差 达 不 到 R a o- Сга тёг 不 等 


式 下 
界 的 例子 
9—10 充分 统计 量 不 是 有 效 估计 量 的 例子 
(x) 9 一 1 1 参数 的 U MV U E 不 是 参数 的 可 容许 估计 的 
例子 


9 一 1 2 某 些 条 件 不 满足 ， 但 似 然 方 程 仍然 存在 一 致 ( 
相合 ) 解 并 且 满 足 渐 近 正 态 性 的 例子 
(k) 9 一 1 3 参数 9 的 一 致 (相合 ) 渐 近 正 态 估计 ? 在 6 
点 的 渐 近 方差 ?中 的 v (0) EFC 一 R 下 界 的 例子 
9 一 1 4 若 Tn (X) 是 6 的 一 致 估计 ， 又 |Tn 
一 0 | <А п <æ, ШТ п 不 是 6 的 均 方 一 致 估计 (ШЕ (T n —0) 2 
—0, (п оо) ) 的 例子 
9 一 1 5 极 大 似 然 估计 不 是 充分 统计 量 的 例子 
9 一 1 6 极 大 似 然 估 计 不 是 有 效 估 计 的 例子 
9—17 似 然 方程 的 解 不 是 极 大 似 然 估计 的 例子 
(ж) 9 一 1 8 极 大 似 然 估计 不 是 一 致 估 计 的 例子 
第 十 章 ”与 假设 检验 有 关 的 反例 


10—1 不 是 单 参 数 指数 族 ， 但 具有 单调 似 然 比 的 例子 
(ж) 1 0 一 2 单 边 假设 检验 不 存在 一 致 最 优势 检验 〈 记 为 
U MP 检验 ) 的 例子 
(k) 10 一 3 双边 假设 检验 不 存在 U MP 检验 的 例子 
(ж) 10 一 4 检验 函数 中 对 公共 边界 相似 ， 但 中 没有 N e 
y man 结构 的 例子 
1 0 一 5 当 正 则 条 件 不 成 立时 ，Wi | k s 定理 中 关于 
似 然 比 极限 分 布 的 结论 可 以 不 成 立 的 例子 
1 0 一 6 对 固定 的 样本 大 小 而 言 ， 似 然 比 检验 可 以 不 是 
无 偏 的 例子 
10 —7 一 个 很 坏 的 似 然 比 检验 的 例子 
第 十 一 章 与 线性 模型 有 关 的 反例 
1 1 —1 在 非 正 态 的 条 件 下 ， 参 数 的 最 小 方差 线性 无 偏 
估计 不 再 是 最 小 方差 无 偏 估计 的 例子 
第 十 二 章 。 与 抽样 理论 有 关 的 反例 
12=1 当 检 查 人 员 可 能 犯错 误 时 ， 全 面 检查 不 一 定 比 
抽样 检查 更 好 的 例子 
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